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测度 值 分 枝 过 程 是 当前 国际 上 的 一 个 研究 热点 ,国内 从 事 该 
领域 研究 的 人 起 来 埠 多 ,进展 很 快 , 在 国际 上 曾经 出 版 过 有 关 专 
35 ,例如 ,加 拿 大 的 卫 . A. Dawson 在 Lecture Notes in Mathematics 
上 发 表 过 长 篇 综合 文章 :Measure-Valued Markov Processes, 1993; 
美国 的 EE. B. Dynkin 出 版 过 一 部 著作 :Introduction to Measure- 
Valued Branching Processes,1994. 它们 是 很 好 的 学 术 参 考 书 ,但 起 
点 本 高 ,很 多 结论 没有 证 明 , 不 透 合 人 门 之 用 ,而 且 没 有 友 映 出 近 
几 年 中 国 在 该 领域 研究 的 最 新 成 果 . 一 本 既 能 满足 国内 初学 者 的 
需求 ,又 能 反映 国内 外 一 些 最 新 研究 成 果 的 学 术 著 作对 该 领域 的 
发 展 是 很 有 意义 的 . 起 学 雷 间 志 撰写 的 ¢ 测 度 值 分 枝 过 程 引 论 》, 主 
要 分 为 两 部 分 . 第 一 部 分 由 前 五 章 组 成 ,论述 测度 值 分 枝 过 程 ,万 
其 是 DW- 超 过 程 的 基本 理论 ,可 供 读 者 入 门 之 用 , 这 一 部 分 的 内 
穿 包 括 预 备 知识 ,分 枝 马 氏 过 程 , 测 度 值 分 枝 过 程 与 超过 程 构 造 
(定义 .构造 . 矩 、 增 广 超过 程 )、 超 过 程 的 喜 特 征 ( 鞍 性 .随机 积分 、 
轨道 连续 性 . 占 位 时 过 程 ). 二 分 枝 超 过 程 的 Le Gall 构造 等 .第 二 
部 分 主要 取材 于 作者 及 其 合作 者 的 研究 成 果 , 重 点 论题 为 超 布 裔 
运动 (基本 性 质 , 半 群 性 质 , 位 势 理论 )、 超 过 程 的 灭 弧 性 (有 限 测度 
值 超过 程 的 灭绝 性 .组 增 测度 值 超过 程 的 局 部 灭绝 性 . 超 布 朗 运 动 
灭绝 点 与 灭 笔 时 分 布 ). 趣 对 称 稳定 过 程 占 位 时 的 渐 近 行为 .绝对 
ES BHR RRS BR a RSE ROH 
程 等 , ix 86 [1] RB ES Re Cd AP HGB EC EE OR TE B) RARAN BERR 
及 参考 价值 . 该 书 在 对 有 关 论 题 进 行 系统 讨论 的 同时 ,还 对 国内 外 
最 新 的 相关 研究 进行 评述 ,并 重点 介绍 国内 的 研究 成 果 . 最 后 ,对 
上 且 前 较 活 号 的 几 个 方面 (具有 交 筷 作用 的 测度 值 分 枝 过 程 .FV- 起 
过 程 .OU- 超 过 程 ) 做 了 简明 扼要 的 介绍 . 该 书 的 写作 由 浅 人 深 , 逐 
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步 引 向 一 些 高 深 理论 . 定理 的 证 明 力 求 采 用 较 初 等 的 理论 与 方法 ， 
并 着 重 于 研究 方法 与 研究 思想 的 总 结 . 该 书 文字 通顺 ,表达 准确 简 
练 , 丈 辑 性 强 , 重 点 窗 出 ,整体 结构 编排 合理 . 另外 ,这 方面 的 学 术 
著作 国内 还 不 曾 有 过 , 书 中 相当 多 的 内 容 没有 包含 在 以 往 国 外 同 
类 出 版 物 中 . 因此 ,在 理论 上 具有 先进 性 . 该 书 对 初学 者 可 做 为 人 
门 教材 ,对 从 事 研 究 工 作 的 人 ,也 是 该 领域 很 好 的 学 术 参 考 书 . 
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测度 值 分 枝 过 程 ,狭义 地 称 为 (DW-) 超 过 程 ,是 国际 上 近 十 儿 
年 来 概率 论 中 的 研究 热点 之 一 , 它 反映 自然 界 中 的 一 些 非 线 性 现 
条 ,如 :大 口 的 演化 ,分 棱 粒 子 系统 等 ,又 与 非 线性 发 展 方程 有 密切 
联系 . 由 于 这 类 过 程 取 值 于 测度 空间 ,需要 用 无 穷 维 分 析 的 思想 和 
方法 ,因而 引起 数学 界 的 广泛 关注 ,成 为 当今 概率 论 最 前 沿 的 研究 
课题 之 一 . 我 们 知道 , 非 线性 问题 和 无 穷 维 随 机 分 析 是 国际 上 数学 
界 共同 关心 的 问题 ,我 国 也 把 这 两 个 分 支 列 为 当今 优先 发 展 的 学 
科 . 测度 值 分 枝 过 程 正 是 与 这 两 个 分 支 有 着 紧密 联系 的 研究 课题 . 

在 撰写 本 书 之 前 及 在 写作 过 程 中 ,作者 一 直 在 思考 为 谁 写 这 
本 书 . 早 在 作者 学 习 测 度 值 分 枝 过 程 并 开始 试图 在 该 贪 域 散 些 研 
究 的 时 候 ,就 常常 因为 没有 一 本 系统 的 参考 书 测 容 迫 不 已 , 现在 作 
者 教 的 学 生 也 面临 着 同样 的 问题 . 目前 国际 上 有 一 些 长 篇 综述 文 
章 , 凡 平 收录 了 1992 年 以 前 国际 上 的 所 有 研究 成 果 , 是 很 好 的 参 
SEA ,但 起 点 较 高 ,很 多 结果 没有 给 出 详细 证 明 ,初学 者 很 难耐 
心地 读 下 去 . 更 重要 的 是 它们 没有 反映 出 国内 最 近 几 年 在 测度 什 
分 枝 过 程 方面 的 研究 成 果 , 于 是 写 一 本 既 可 作为 人 门 书 , 又 兼顾 重 
点 介绍 国内 这 方面 研究 成 果 的 参考 书 就 成 了 作者 的 写作 初 惠 . 

测度 值 分 枝 过 程 是 建立 在 丰富 而 又 商 深 的 现代 数学 基础 之 上 
的 ,涉及 大 量 的 现代 数学 知识 , 写 这 样 的 一 部 反映 研究 前 沿 的 学 术 
著作 ,在 篇 幅 有 限 的 情况 下 ,要 想 做 到 深入浅出 就 需要 对 有 关 材 料 
进行 取 会 ,在 较 少 引信 或 承认 已 有 结果 的 前 提 下 努力 使 内 容 具 有 
系统 性 和 自封 闭 性 . 

事实 上 ,在 概率 论 的 框架 内 ,测度 值 分 枝 过 程 只 不 过 是 一 类 特 
殊 的 随机 过 程 . 因此 ,从 已 有 的 理论 来 看 ,掌握 它 并 不 困难 . 然而 有 
意义 的 是 考虑 有 关 随 机 测 庚 方 面 的 问题 . 这 就 要 求人 们 改变 思考 
问题 的 方式 ,从 而 产生 理解 上 的 “不 习惯 ” 因为 人 们 习惯 于 把 随机 


过 程 看 成 在 空间 中 运动 的 点 ,而 对 于 测度 值 过 程 ,必须 把 它 想 象 成 
“一 片 云 .一 团 雾 ”从 一点” 到“ 一片”, 自然 就 会 产生 很 多 困惑 . IN 
此 ,本 书 在 编排 上 ;着 限于 让 读者 快速 入 门 ,逐步 进入 高 深 的 理论 . 

全 书 共 分 十 二 章 . 第 一 章 给 出 一 些 预备 知识 ,主要 介绍 上 儿 种 测 
HBAS WES LSE R E R JLA ee AE 
率 测 度 的 收 和 化 性 ,在 第 二 章 , 给 出 分 枝 马 氏 过 程 的 简单 理论 ,重点 
论述 分 破 粒 子 系统 的 特征 囊 现 ,为 第 三 章 引 人 测度 伟 分 枝 过 程 做 
准备 .第 三 章 先 从 测度 值 分 枝 过 程 的 一 般 定 尽 出 发 ,通过 粒子 系统 
给 出 超过 程 和 增 广 超过 程 的 构造 ,并 着 重 研究 超过 程 的 矩 性 质 . 超 
np à BUERAE B0 RACERS OR EE AL. 因此 有 关 的 随机 分 
析 也 是 这 一 章 讨 论 的 主题 . 间 时 利用 拷 性 ,研究 了 超过 程 的 轨道 连 
续 性 和 超过 程 的 占 位 时 过 程 . 在 第 五 章 , 介 绍 二 分 枝 超 过 程 的 
"Brown 蛇 ” 一 一 Le Gall 轨道 构造 .第 六 章 到 第 十 章 的 内 容 主 要 取 
材 于 作者 本 人 及 国内 其 他 同行 近年 来 的 研究 成 果 . 第 六 章 研 究 超 
Brown 运动 , 它 是 测度 值 分 枝 过 程 理论 中 的 主要 研究 对 象 , 它 给 出 
TAg Brown 运动 半 群 的 若干 估计 和 超 Brown 运动 的 道中 时 的 概 
率 分 布 . 并 利用 Le Gall 的 Brown 蛇 (Brownian snake) 构造 ,考虑 
超 Brown 运动 在 首 中 空间 曲面 时 的 行为 .第 七 章 考 虑 超过 程 的 类 
绝 问 题 . 在 分 枝 特征 较 一 般 的 条 件 于 ,得 到 了 超过 程 灭 绝 的 判别 准 
则 和 超过 程 的 汤 近 性 质 . 其 结果 充分 展示 了 和 分 枝 特 征 对 超过 程 性 
质 的 重要 影响 . 绝对 连续 性 是 第 八 章 讨论 的 主题 . 这 一 章 从 考察 空 
局 维 数 、 分 枝 率 对 超过 程 绝 对 连续 性 的 关系 出 发 ,研究 了 直线 上 超 
过 程 的 弟 对 连续 性 , 非 分 枝 区 域 上 的 绝对 连续 性 以 及 空间 曲面 上 
的 绝对 连续 性 . 第 九 章 针 对 超 对 称 稳定 过 程 ,讨论 其 占 位 时 的 渐 近 
行为 , 在 较 广泛 的 条 件 下 ,给 出 了 上 临界 .下 临界 和 临界 情况 下 占 
位 时 过 程 的 极限 定理 . 第 十 章 研 究 超 过 程 的 过 分 函数 与 调和 函数 . 
建立 了 超过 程 分 份 函数 与 底 过 程 过 分 函数 之 间 的 对 应 关系 ,也 给 
出 了 调和 函数 的 一 个 分 类 定理 ,第 十 一 章 简 明 扼 要 地 介绍 了 用 超 
扩散 过 用 表示 非 线 性 偏 微 分 方程 解 的 思想 与 方法 . 以 此 为 依据 ,对 
超 Brown 运动 进行 模拟 ,前 在 用 Monte-Carlo 方法 ,通过 计算 机 模 
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拟 一 类 非 线性 偏 微 分 方程 的 边 值 问题 .在 第 十 二 章 ,简单 介绍 三 种 
超过 程 :交互 测度 值 分 枝 过 程 .FV- 超 过 程 和 OU- 超 过 程 研 究 的 进 
展 情况 . 
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第 一 章 ” 预备 知识 及 记号 


为 了 方便 读者 ,首先 介绍 一 些 基 本 知识 . AFR, ae 
的 部 分 结论 将 上 略 去 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 以 铺 阅 有 关 人 参考 文献 ,如 
[60] 和 1{19] 等 . 


$1.1. 基本 空间 


设 ( 玉 ,中 ) 是 -个 距离 空间 . 令 Birid = (y C Eidix.y0—r). 
它 是 以 工 为 中 心 7 为 半径 的 开 球 . 记 扫 为 由 所 有 开 球 生成 的 亚 代 
数 ( 即 Borel (380 HEA CE 40 d — > Borel 可 测 室 间 , 以 658 CE) 
Cpb38 CE)) i3 4e Bc OF Mb dE fh A AOS LM C PLE 
《相应 地 如 | 二 [90,00)) 组 成 的 函数 类 . ef S suppres l fOr) |. 以 
&. 记 轨 中 所 有 紧 支 集 可 测 函 数 的 全 体 . A CE), CCE) , BC. GOD, 
OC CE) ,5pC(E) 等 分 别 记 为 上 连续 , 紧 支 集 连 续 , 非 久 紧 支 集 连 
DICES T SERARER RMS. RDR BE LAE), 
CLE) Ml 6C CED 9E SE d HE [HI 

EX LLLI SNB. CoSCOOSg S X muss FE 
bBCE) ,车 sup, l| f, | «99H lim, f(a) = AGO. € E. 并 记 
此 为 

bp- lim f, = f. (1.1.1) 

— TEA FCoS (E) RN bo BAM. A E CEFE 
bE, MEAO. 1.1) 式 成 立 , 则 必 有 FEF. FCOACE) HY bp- Aa 
定义 为 包含 了 的 ;在 DCE) PB) bp- 闭 子 集 .车 下 的 bp- 闭 包 等 
TASECE), MRR FE BsSCE)S)bp-HCT S. 

引 理 1.1.2 HR FOLZ T FSR. MF A bp-A E 
也 是 一 个 子 空间 . 


证 明 i WE FMD bp. 对 于 任 - -FE 万 ,定义 


H, = ig € Hiafthg € HH T abc gy. 1.1.2) 
出 十 五 是 朵 的 , 则 12; 也 为 bp- 闭 集 . BRA POI. 所 以 
7r 一 了 .证 毕 . n 


命题 1.1.3 6C( A) RE 654 CE) bp Rie. wt 五 是 可 分 
i. WU Zé TE — PSE 83 ER X C.) CACCE) ELS RAS Ka 
TEREE AEP E bp- 稠 的 . 

证 明 OR H A BCCEO RS bp- 闭 包 ,由 引 理 1.1.2 知 下 是 
吉海 ( 百 ) 的 子 空间 , 注意 到 ,车 GCE EFE, cE H. 所 以 由 单调 类 
定理 (参见 [214]) ,可 知 H — 855] CE). 

若 互 可 分 , 度 {12jhep 是 五 的 筒子 集 . 对 于 任 一 可 表示 为 有 限 
个 形 如 BG 1/8 G,&ZEL SE BS JE GOCE, Bil] n] 3k AE f 
d WE SEE LAT VERTS. bp-lim cs f; — 1c. E AD (Fons G 如 上 所 定 
LIE- ATE., PHBH dE WU DS xs PEOR EP SK Tus fu] d 
AB CE). 

ERAEN, Ae a ae UETXEIE Polish 空间 , 即 拓 
HARTER EEAS An- ATE, CE-A ETEA E 
间 . 特别 地 ,车 该 空间 是 紧 的 , 则 称 为 Luzin 空间 ， 

Polish 空间 的 单 点 紧 化 又 可 装备 一 个 新 距 尚 ,使 得 在 法 来 的 
任 一 紧 集 上 这 两 个 距离 是 等 价 的 ,而 且 限 制 在 原 空间 本 身 ,两 种 好 
离 产生 的 Borel s- 域 是 一 样 的 . 这 种 性 质 纵 我 们 以 后 的 讨论 带 来 入 
多 方便 . 

值得 说 明 的 是 ,我 们 的 研究 是 基于 某 一 特定 距离 空间 的 ,但 实 
际 上 我 们 将 看 到 ,在 以 后 的 定义 、 结 论 中 往往 不 直接 依赖 于 具体 的 
距离 ,因此 有 了 时 对 空间 的 距离 不 做 特别 说 明 . 


$1.2 测度 空间 


考虑 可 测 空间 (五 ,5), 设 六 是 定义 在 此 空间 上 的 非 负 集 函数 
CARIES BD. 车 上 是 襄 数 可 加 的 , 即 对 于 任何 一 组 相互 不 
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3K &- 3] MA NE AAt PA 
“CU AD = Sty Ad, 

则 称 此 上 集 函 数 jy OY MWS CEO) E B9 8 BE. 称 CE 7.20 ERE 
空间 . 
Bea 3w HE 89 RR. 特别 地 , 若 HCED —1 RE Hi E b 
Tk fi E | EY M CE). 营 存 在 一 列 所 -可 测 集 合 K, sR ks 
WEVA HEME sGCORoo0—1,.2:72, UR jp 为 o- 有 限 测 
Br. FR EE dep E SE ok ER A HE Radon WE, JE iS E 上 Radon 
HEM ea A MCE). 对 于 EBB(CEY EME), S fo = 
wD = | fena | 

定义 1.2.1 me PCECUD RAR A M(E} 的 ,车 对 于 任 
fi] pve MCED 


HCD = uo, VS € F, (1.2.1) 
A pv. RF ERR REH. iE CME), pe MCE), 
lime, = aA, v f € F, (1.2.2) 


则 pe, > E b E NU HE HB c SO. 

命题 1. 2. 2 wm CE.do) Æ Polish Zs fg], Sil de ([] B] 36 V. = 
Lf se n CL pbC. CEE JR OI — PR EIS. 

证 明 BHI. 1.3, STE CH BUE HS bp- 闭 包 是 pez CE. 因 
PICS PEEL T PES EIS ECC 8 由 控制 收 敏 定 


38 ü[ £8 lim, l I=) V EBBE). 此 即 x. — pu. B 
在 我 们 研究 的 问题 中 ,常常 考虑 的 是 一 些 较 小 的 测度 空间 . 下 
面 是 几 个 重要 的 测度 空间 . 


1.2.1 Polish 空间 上 的 有 限 测度 空间 


假设 (天 :2 是 一 个 Polish 空间 , CMECED to Ras E E BUR BR 
m BE zs fal 3E RAT 83 SCR th, M CM CED 0,2 t, E — T Polish 空 


m 


剖 . 为 此 , 公 需 说 明 此 拓扑 等 价 于 MERCED ESET RE NL BI P^ E 948 
扑 . A gr 1.2. 2 BAR NRK 为 了 以 后 方便 起 见 ， 
可 把 f x35 t» 7 下, 仍 记 为 {fF}ss1; 还 是 决定 类 . 邻 


d. Go EA lef —v fe) Dig» ME. 0.2.32 
—— 


易 证 ds EXT MICE ERI ERES JERE BE PS E nS da ee 
fn ih. 

MPeR RITE WT ELE 3058 -AiE R RE Prohorov 距离 : 

Ou Cos fa) = maxfens€)}sforf) € Mr lE), 

Xm eine: uc Fa (FP +e.FCE RB AR Sn (2 
0), F= {rE Emin erdir, y) e), Pe FB e BR. 

可 以 证 明 以 上 定义 的 两 种 距离 是 等 价 的 (参见 文献 60]. 
Theorem 3. 15. 


1.2.2 Polish 空间 上 的 概率 测度 空间 


EAM (EE) 的 于 集 , 概 率 测 度 空 间 M1(E) 也 是 - -个 距离 空 
间 ， 

M123 一 个 概率 测度 PEM (DRA RE H., Ea F 
任意 60, T£ YE EE KOE Bi PRYE -RERNE -A 
CM UE) Be RB EA. BE EM o> 0. E dE — TR EK CE, 
得 

inf PK) Z2 1 — €. (1. 2. 4) 
Pew 
口 
定义 1.2.4 设 (五 ,d) 是 Polish 空间， 

(1 任 一 PEM (DERE. 

(2) CProhorov 准则 ) 设 -A ERARA, TEARI: 

(a). EE. 

(hb 任意 e Off dk KE KCE 使 得 

inf PRD ml1—t, (1. 2. 5) 
其 中 K'—(x€Einlexd(x.y)«6) AK Be BM. 


"M 


(cj 是 相对 紧 集 . 
特别 好, 若 ( 刁 ,3) 是 紧 距 离 空间 , 则 M1(E} 也 是 紧 距 离 空间 . 
证 明 (DR Gode E PPCM CE). ERE 0, 3x URS 
数 Ni Nasco E13 
£ 


N 
H l 
P| Ú B| z] |> 】 一 oF 
BK EEN. UM BG. lp) 的 闭 包 , 则 它 是 全 有 界 的 ,因而 是 
RAS. H 


w= 1525", (1. 2. 6) 


P(K) >1— 2) p lE (1.2. 7) 


(20 (a) CEO 5E AA. XEuECEO COD. 由 于 .如 的 闭 包 是 完备 的 ， 
AAS? 的 全 有 界 性 即 可 . 妈 要 证 ;给 定 5>0 我 们 来 构造 -… 
TERR ATOM CEE CO am (P  Q<d, XXE PE}. 
其 中 ou Prohorov BR. 

Mose E dE KC E 使 得 (1, 2.50 gor. dp K BS TE, 
BEA RARI sen CK (188 KCU BRP B BG 26). 
He rn EE 和 male RV AMPFRAM RAMEE: 


P=») a oh xm, M&-m- 2.8) 


i20 


Ex Qe, m A —[mQED1G-1,--m.xx E E,—HB,— 
UL 表示 最 大 整数 部 分 ,名 一 于 一 S ka 则 对 于 由 
(1. 2.8) 式 定 交 的 书 , 对 所 有 也 集 ACE, 

QUA) QU E? te 


^ [mE] ne (1.2. 9) 
ANE E m m 
< PCA*) 十 2e, 
所 以 ou CP Qo 2e. 
FRE Sta). d 60. 由 于 o4 是 全 有 界 的 ,对 每 -- nl, 
2, ,存在 有 限 子 集 VC. 使 得 CAO gu (PQ) <e/2" 对 
EPEAN di SE ie CO REID UL GE HU R.K. CLE, 使 得 


abe 


x 


POCGOZ1—68/2" M FR PC, max. BE QE MA Pc 
Q(KiT m PIER — 2/2) IR qp — efor. (1.2.10) 
RK AEA KE” BAK RESIS 


QUO =S1-— 3) s —-1-—t (1.2.11) 
a=1 


HW EOS BARBER. B 
对 于 可 数 蒋 积 空间 ,我 们 有 
命题 12.5 UE GE d) G—1,2, 0 — PUER RI Sil. > 
E= [[ 1 Eed Go»: = $1 Gao» A D/F iz, y€ E. 
CE, d) EVE BE SS HR]. 设 CP. CM, CE) GP e 取 自 于 某 个 指标 集 ?， 
MAME A120 RRP a REX PEM (EDP. 的 第 上 个 边 
缘分 布 , 即 Pi= Prrl, 其 中 定义 投影 EE, IB m GO a WI 
证 明 ”假设 对 每 一 个 4+ 一 1,2,…, UID S ERO E eo 
WEE — &—1,2.- HER RE KCE, 使 得 inf PK) 2:1 — e/2*. WI 
K.= [[ K mo o 是 紧 的 ,而 且 
PAK)Zz1— Sta — PUK) Bl—e (1.2.12) 


&—t 


对 所 有 a 成 立 . BUE CP JE Be RE RT. 
反 过 来 ,我 们 仅 需 注意 到 对 于 任 一 紧 集 天 CE,m《K) 也 是 E, 


的 紧 集 而 且 


infria (KD 守 inff, (K, A= 1,2,-. (1.2.13) 
证 毕 . 0 
1.2.3 YEM = iN E S A 


EDE Ed ME), da) i A RE R HE R 2 8] , HT A 
ik MEE) =Mr (E) U loo.) IEP (oos d PM A. HB 
fhr 定义 为 mo 8u€ Me EDK BUM Gui Pe Ges FN FE 


+ he 


COR) iu oV FARA allem 为 了 定义 一 个 距离 与 等 
价 , 首 先 令 
dens Dy pA i fd 亲生 万 | 
(1.2.14) 
eve M(E), Mni few A 81.2. 13 Hi f BE sg 35. 可 证 
dt 与 aC. REE ARR ELE Soe. v 


tad Ce. v. 如 果 prc MECE); 
H CRD poo: 
delay) = B TP es)’ 如 果 EC MEE OO. 


-i 1 _ 
Dee AIOE RPE ME) p= om 


(1.2. 152 
TEEGGdE.d.C(.-04R — RES LCMECED n0 d& + EB ER US Hl. 
FRA  EROM ED tO My CE) Watanabe WEE. 


1.2.4 局 部 紧 距 离 空 间 . 上 的 Radon 测度 空间 
若 互 是 一 个 局 部 紧 眠 高 空间 ,其 上 的 Radon 测度 空间 MCE) 
WT M SUB eu: 


t pH BASOSU m wueD. Y f € CO», 
A CM CE) 7453€ — Polish 空间 . 事实 上 ,由 命题 1. 2. 2 可 选取 
Bee 26 ia € pCCE). 用 与 4, 完全 相同 的 形式 可 给 出 (MCE) 72 
B) -- 4 EB d. 
ROB, AREER BEER] E "Dd An B Ru RR ESE 
U (9o,) (eo, ELE RR M (€ Mr (BE); Coo) = 0) np SBF E 
上 的 有 限 测度 空间 . 


1.2.5 Polish 空间 上 的 局 部 有 限 测度 空间 
令 Miz(E) 为 所 有 在 有 界 可 测 集 上 有 限 的 测度 全 体 . 令 rr; 
p. Luth BUS Goss GI 一 | /Cr)mkar) ,fE 1C 00 RUR 


=f 


Polish 空间 . 


1.2.6 请 缓 增 测度 空间 


设 o E> ERENER AR, E EKER FS r Fo 

时 有 olr)— 0. HE 

ME) fE MG | polda) «o. 
我 们 可 以 在 MCE) E 3| A, Sg BU XR HR OE LB th. 注意 到 , ML CE 
Me UB) um H iu Gla) 一 p(xz) Gl x TÉ RR — o XE DES AE 
M,CE) El — P fk VE DR B Fy aT ERR St Oh Sh. BK Ao DUM d 
fh. 3E d ru. 在 此 拓扑 下 L3 (s OM, CE) pC MCE) 
BA uim op, 一 -那么 (M CE)r) 称 为 户 组 增 测度 空间 ， 

$5 34h. 4 ER d-HEBKIK E IBI LR pr): 一 由 人 ?一 1701 十 
|x d VY, po c.ic MGE) M,R, tath tp 定妆 为 tf fs MB 
(X3 Gs, > G D. LEK, GZ) BK, (RD =i: f=gt+ 

ad, EC. CR), aE R). BEA CM, CR) 7) H Polish 空间 .事实 上 ， 
Wt fence | C, CR) rn t — A ESR f= 4, EA COM GED Lr 
E89 — 4-38 Ur EE Pa 2g 
- od T 
dalv): = 2,2 [1A |f fade f fade!) 

(1.2. 162 
wave MCR). thr BOY p- 缓 增 振 扑 . 相应 地 称 CM, ONSE. 
p OH E ES E. 容易 验证 , 4 pod By? 上 的 Lebesgue 测度 属 
于 MG. 

R= RU lo,), obo, BMWA. E g, ERAS 使 
jol. RM, CR) =f ar (Gu 6,200) FREER p Bec MA 
扑 : pee S E Gum GO. V SEK, CRD. 这 时 MCRD 
RS ABR AY TH SES Us Ge P, SORT V AOR R H. 


+g. 


-一 -一 一 一 -一 一 一 一 


^ 


从 上 面 的 讨论 ,我 们 不 难看 到 ,组 增 测度 空间 可 在 某 种 意义 
下 与 有 限 测 度 空间 建立 一 一 对 应 关系 .因此 ,有 限 测 订 空间 将 成 为 
我 们 研究 的 出 发 点 ， 

最 后 ,我 们 给 出 函数 类 成 为 决定 类 的 一 个 充分 条 件 . 首先 引信 
Bids. 

定义 1.2.6 BRE FPCOCUCORAR RAR. AM THEA x, 
yeE ce y FERC FR AAA). 进 -- 步 , 称 到 为 强 分 离 
点 的 . EHTE ce ER O>O FEAR BMA CF, 
使 得 

inf max |A: Cy? — A(x) | 7 6. (1. 2. 17) 


wed ly aie lgt 
显然 ,车 下 强 分 离 点 ; 则 它 也 是 分 离 点 的 . 

定义 1.2.7 设 {EE,Q) 是 完备 可 分 的 ;FC6C(E) 为 一 个 代数 ， 
即 关 于 加 法 与 葬 法 送 算 封闭 . 

{a) 如 果 FIRA MN FENS H. 

(b) dn SR FD A WE a RR, 

WEAR GORGE BE. PQ ME), E POP 
=Q) JEF. PAM THA ACH:. ={(fta: JEF, ae) di 
PG) — QUO , Bi 8$ RH FE FH BL fu C— EH Fh 
下 } 的 五 也 成 立 .人 尾 取 gEBC(E) 与 e0. 首先 注意 到 (E,o) 的 可 分 
性 可 导出 任何 概率 测度 的 胎 紧 性 , 即 存在 紧 集 KCE, E Mee 
1-6, QK) >1—«. 再 由 Stone- Weierstrass $E Hi. 47 4E — JI i ga)? 
CH {EA lim,.suprec [gu Cx) —g Gr? | —0. 考虑 


Pe — Qaem || gear ~ | aeta 
+ |f ge ap — | ge dP | 
K 


JK 


| ge dP -Í ge "sg p | 
K E 


十 

十 | ge dP 一 f e] 
E E 

+ 


| aed — | gea 
E K 


十 [ee wdQ 一 feag] 


+ |f ee dQ 一 | ae dQ . (1.2.18) 


HFE 2.0 euet Hf 的 闭 包 中 ,上 式 右 边 的 第 四 项 是 0. 第 
一 项 与 第 六 项 当 nom con AFC. 这 样 (1. 2.18) 左 端 市 47e 控制 .这 
中 7 一 supezote. 令 ee>0, 这 就 导出 了 Plg) 一 Q(g). 由 于 gE 
CCO EIA. mH 5C(E) 是 分 离 的 ,十 是 断言 P—Q. 

(b) HELP, CM, (FOR PEM, CEDE IE lim, Pf) = 
POY. SEF. AEP.) ERR BAD. 为 此 , 任 取 fi,… AF. 
由 于 下 是 代数 , 故 

lim fg e (fee dk, = fe o Of. fpd P (1.2.19 


对 于 所 有 的 天 个 变量 的 包 项 式 g 成 立 . HAE Maa A 
1.2, 19) 式 成 立 , 这 样 我 们 有 


Pfiyg E — POP ee EU, fuf € F. 


(1.3. 200 
“HACE RRE. >O, 对 于 任意 的 rE E GER IA hio) 
CF iE 
elr): = inf max |A nD — hr(r)| > 0, 
madly aiH? 
(1.2. 21? 


RG, — (y € Ei maxiziica | AP Cy) — AP Ce) | eG. AKC 
UerG TK’. 由 于 K 是 紧 集 ,存在 Dist sem EK, 使 得 KC Ur, 
G,K". E Ej*'" En EBELE) ` 


gia) — max |iie) — hj Gg, (1.2. 22) 
IRERE) 
并 注意 到 (0. 2. 20), 48 
Pqgosm) > Plas Bed. (1.2. 23) 


于 是 
lim inf P, CK*) = lim infP,4 Um Gc.) 


A 


"107 


= lim infP, iz € E: min [gi Gi) — e(z0] <0; 


> Pla © E: min (g(r) — elr) | < 0} 
isis 


= PUZ G.) 2 P(K). (1. 2. 24) 
注意 到 尸 万 至 {P.} 中 任意 有 限 项 的 胎 紧 性 ,可 知 存在 -个 紧 集 K 
CE #@ int, P,.(K Z-1 — 8, BB CP.) e ABE E S. 0 


$1.3 随机 测度 及 Laplace 12 P8 


B (E,d) @ Polish 空间 , (Mr CE) cO 8B $ 1. 2. 1 BRE SE XL. 
Mp ut —S8CM ODDO dE s My CE) EG Borel FRR. -A ME E 
* ORAS BE LAE RS OMECEO. 44) E B — p EX HN HE P. ie 
M (M (EDÆ MEO E BU Bog E d. 

3|381.3.1 (如果 ,.- 吧 是 五 的 一 个 子 集 类 ,关于 有 限 交 封 
Bini Hd EBS—--$ fb. 

lf aA € ar), 
其 中 faGO—BpODesi Fif € 2 表示 使 得 所 有 映射 
te BD. £e UE 
可 测 的 极 小 o- BR. 

GDH V Æ m mkA. 2.2 所 给 出 的 决定 类 . 那么 Halls, 
fo:fEV}. 

证 明 ORF SECHE, BRN eo (a, D XE SER WE AE oe ni 
Wh. AEREA E fee Ga MRF - 4 TMI AAR BAM 
MEM PH. 由 于 658 CE) & BCCEY HARBRKRA RM 
表明 对 于 任何 的 A € ox Lum Ge 142 J& cert] 8 B8 LEN m o 
olfa:4E.29). 此 外 ,对 于 每 个 形 如 f= D, ala AC o GE 
B, Wg uu. PBA AC Ou M. d Xe in me ga iE 
H, FIRB MT RCOE EU. REAREA PAA OCC). 
即 对 于 JE CCE) sem Gu E olf, AC #)- OM. Mum OO 
alfa: AC x. GERE. 


Gi» fr Gi» WT HE. 

9[381.3.2 eV M5) 981. 3. 1. CMe CE), E— 
概率 测度 X up HUE IR EAE ART (Passa EN} = ÉEXCAD n, 
KAD: A,€ oy im 1, t en E HERE. SE ff Me dn RT HEP) uu: 
n€ Nj): ={ (X, Fan CK V i=l, eenn E N HE 
pu 

证 明 ”由 引 理 1. 3.17 Kolmogorov T4 3s £E 2H v (8. B| 

EX1 3.3 dt P EM (E), A) E B9 WEE Br. CM 
Laplace i£ BE X. JJ 


LP): -| e ^" PG, f E bpe. (1. 3.12 


pi 


容易 证 明 L(*) 是 在 有 界 逐 点 收敛 意义 下 连续 的 . 

GV WH. 2. 270 RS 7 CAM EVER Gos 
eS FEV MRED HK. 我们 有 如 下 结论 : 

9[381.3.4 (DA-TA N pg Uus [B] dee 将 WAAR a aA 
包 , 并 且 A —o( FALÁ EV). 

GDP H LOO, f£€V 唯一 决定 . 

E RH QM Lgs Ges fe) € Ont m dir :0 EP PHAR, 
LEVAR MFCE) 的 一 个 邻 域 基 . 注意 到 对 于 任何 开 集 OAR 
EARL 包含 于 1 $a ag "nO Na; AB BR = 1,257 yn} 
线性 组 合 的 有 界 逐 点 收 伍 的 闭 包 , 共 而 也 怖 于 六 的 有 界线 性 闭 
f. 再 由 单调 类 定理 即 可 得 证 ， 

GD B CO A HE. LI 

定理 1.3.5 GF: JEV) EMM EDN Tr Seg 
类 , 即 如 果 Pa PEM (Mr E) Y FEV, Ei nool}, 


[E DP, dio — [rrGo Pci) , 
则 P.——P. 
(1) 存在 一 个 可 数 严格 正 SAV EH 
(PCM (M (ED W RY f € Vi nom oo BERE [For ao 
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一 上 (让, 则 存在 一 个 次 测度 PE Ma (Mp CED) (HL ME) 上 次 概 
率 测度 的 全 体 ) f LU 一 | PPA v f € V. 


证 明 (i) 由 于 {Fi/,fEV} 的 线性 扩张 是 一 个 代数 ,由 定理 

1. 2.7, 我 们 仅 需 证 它 是 强 可 分 的 , 即 对 于 任意 >0 及 pj 存在 {Fj， 
Fe EB 

inf max |F Q9 — F| 270, (1.3.2) 


re E ipa) EEN 

其 中 BGD EA e APD 6 EI OBI TER LO RO ER. u 
€ M(E) 8620. 3ER277 «0/4. 如 果 delend > dM > LG, 
fò QU F0 1298/2, BA maxieiss | i f — Ga F2 1270/2m. IB E 
MAX einem | F7 Q2 — Fy GO | const 6, 其 中 的 常数 可 以 不 依赖 于 5. 
这 就 证 明了 人 Er} 的 强 可 分 性 ,从 而 完成 了 6 的 证 明 ， 

Gi) Ay LAER E E 89 — 1 30 BB BE E zn RR 2g REB BE ZR 8] BLER SS 
ik E iR d$ Bore RAE. 选取 下 上 严格 正 的 可 数 多 个 函数 集 
V' APR REE RS PR ATE Mr CER 
定 类 . ERB ERR Wat. oe pet PEM Me E) 
为 MM ED B 88 26 X, RPM RE Mi (Ew Rb. 由 于 
MOM EGO B EE XC Laplace 22 88 80 2 Sk FE BI nf UE BÀ Gi). o 

413.6 假设 P,€CM (Mr(E)). 如果 

CHP JE IR ER 


《2) 对 任何 的 FET, 当 zc 时 了 = [FG P Lp i 


则 P. 弱 收 和 伍 于 一 个 概率 测度 P. 
3EX1.3.7 BE PEM M ED RMEL mM EEE 
EEM. EME WEN 如 下 : 


M,CA, X c X And = | BECA tH CAO PD, 
ncs 


(1.3. 32 
Aye ALES E. 
定义 1.3.8 PMET A RERBA EI NR 


CIosupL,e Ag CE) «00, 

《2 对 于 >0 存 在 一 个 紧 子 集 K.C E 使 得 supre «GE «e. 

注 1.3.9 与 概率 测度 的 胎 紧 性 定义 不 同 的 是 条 件 (1). 概率 
测度 自然 满足 这 个 条 件 . 从 定理 1. 2. 4 证 明 可 知 Prohorov 准则 对 
于 一 般 的 有 限 浏 度 的 胎 紧 情况 也 成 立 . 

引 理 1.3.10 {PCM ,CMCE)). 考 虚 一 阶 算 测 讼 


M,,,(B): =f uP, (dp), BE &. 
MC 


AR OM uin 1,2, VETE HE Mr(E) 中 是 胎 紧 的 , 则 {P,) 在 
MMED F E RK H. 

证 明 /, =sup,M,,,(E)<ico. 对 于 m € IN FERE K, 使 
得 sup, M, CK) «1/27. 取 

Car = {p E) « 27* YY b Ze m + 2, KE) S24}. 


(1, 3. 4) 
BA C E EH, m HX F zi 
PEDE zéo + D Pa (OD > 27) 
2 i k=m+2 
x pim) + Y pf foe = 2-7 
kR-ml13 
Bm iP. 是 胎 紧 的 ， 
定理 1.3.11 (OR PC M,CM;CGDD. WE 
SIUM, Gg) ] P 一 十 co， (1.3. 5) 


By) 己 可 汕 它 的 各 阶 矩 唯一 决定 . 
CDB UP im € NY CM. (M: CE)) BE WS RE EE. 如 
果 对 于 每 一 &,P。 OY ee BOE Man BG CP 下 上 的 一 个 有 限 测度 
MoE > [MED] = +00, WE PE MOM Of fl 
Po BRAF PSL PIG IM) BLP WE. 
证 明 ”结论 (2) 由 (1) 易 得 ,而 结论 (1) 的 证 明 可 参见 文献 
[220 ]. D 


jd 


$1.4 Poisson 从 随机 测度 


3E 1.4.1 称 由 如 下 Laplace FR 
Lr) = exp| - [|a eran]. a. «n 


$€ ope 所 决定 的 随机 测度 为 具有 强度 DC € Me CE) Poisson Bf 
机 测度 (Poisson random measure}. 


定义 1.4.2 dU E E Æ Polish FH. Pg E, LAERE. 
并 设 Mr CE.) EA Bt (cluster law) UP hen WIR | Pine € 
MrCE,>. ER h T 3L BE SEXE B 
Erie = exp| UT [ (1— Pe) Ga): ($9 € bpp 
* j B, i 
(1.4. 2) 
五 :上 的 随机 测度 为 Poisson A BÉ EL 30 BE (Poisson cluster random 


measure). 

3EX1.4.3 一 个 随机 测度 X HA BA AT oe BRL RI T E 
一 个 整数 ncm 1. YE E Xr ES MM X,.- X. 使 得 
X LXX. 

Poisson 请 机 测度 与 Poisson JA Bi EL 3 Bb 3633 9] 5 ij. 
Poisson 从 随机 测度 与 无 穷 可 分 随机 测度 的 标准 表现 有 如 下 的 密 


"xS. 
定理 1.4.4 设 半 是 一 个 取 值 于 MatE) 的 随机 测度 , 它 的 无 


FTAA P WEEN EM (EDX MCMirtE)) 使 得 
N({0}))=0, f. QU ON) «ow AC CAR. HAL 


MTR R.A RAE BR f, 
Lf) = Ele ^) = eo, (1.4.3) 


uC RRA 


«Gi = Or] eU TONG. 0.4.4 
“LF 


RZ AM XARA wR HK SF BT EM Laplace 


i5 m. 
证 明 参见 文献 [104]. [] 
定义 1. 4.5 定理 1. 4.4 中 的 分 解 称 为 标准 分 解 ， 其 中 N 称 为 
典范 测度 . 


下 面 我 们 进一步 给 出 Poisson 从 随机 测度 概念 的 一 般 化 . 
3E X1.4.6 FEM ACPA Æ 上 的 随机 测度 ,其 分 布 
BH 时 IF(E) 上 的 概率 测度 Pi, 那么 所 得 ,上 随机 测度 的 Laplace i£ 
PR OS 
Ler 一 fexel — f. (1 一 Peo") Pde) | Pdr), 
(1. 4. 5? 
$Cbp£, Hg AIE. 称 之 为 随机 强度 为 P.L ABA LPL KC ESRB 


Cox 从 (或 双重 ) 随 机 测度 . 
文献 [104] 在 Poisson 从 测度 方面 有 详尽 的 论述 ,有 兴趣 的 读 


者 可 参考 该 书 . 
81.5 随机 测度 的 结构 


根据 测度 的 Radon 分 解 , 任 一 个 测度 pkE My CEDAR ATLA ME - 
地 分 解 为 ue pa C o us Ga 其 中 as GO £l lk FP 3 BE ,而 es Co RE 


一 个 扩散 ( 非 原 子 ) 测 度 . HD. Dad, i ps Con — 0, V re 
E. 
我 们 首先 来 考虑 原子 测度 . 


1.5.1 纯 原 子 随机 测度 
i WR St eo, (2). 纯 原 子 测度 的 全 体 M HE 


M,CE) JULIA h & 多 .一 [Cay sag s en) Hr Pago SEO, m a; = 


e185 


1), Æ 4. = {lasap raja m, Sa, =i}. REOR HF 


0: GO M (E> 2 OC) HF AF BE 如 (中 按 原子 质量 
下 降 顺 序 排列 而 得 到 的 向 量 , 并 记 18Cp0 | 委 co 为 其 中 非 零 原子 的 
个 数 .车 如 二 IT ab, aya, ER Bw) = OW ies 
"tpe. 显然 EM DONMA PE ELIO 90, GO € 9... 

GE 1.5.1 假定 下 是 一 个 可 分 空间 . MRE r pa fe) 
AEA WR. FR 

(a0 El RE n ET, j€ Na E ER DAR BCS. 26 EEF 
NE= ø, jAk mH U ESE 

(DET GEN EE SCR SIM E BH de dg EDUC 必定 
是 某 个 ERR. 

(c) 34 n— oo, £,; = sup;diam (£7) > 0. HEP diam (A): = 
sup(dCx.y) iz y € AJ, AC e, 

® eS RCE on (CN). MOR OMe CE} 
Mr (Eyi F 


EGD: = BIG. (1.5.1) 
车 进一步 给 定 >l EN Enar MICE) MECED: 
Canes = SCHED Oe. (1.5.2) 


定理 1. 5. 2 

(aE CO — lim, lim, Eg, Ci. 

(b) BE BT um us BME) BM CE) ) n TIME B9. 
(OM, (E): — Ln p E) — 5, GO CD E CM E CE). 


(a) ER St 8.M,LCE)— 2, x UE 是 可 测 的 . 


证 明 证 明 概 要 
{a) 穿 易 验 证 当 H= Sad, 时 ,有 
lim lim£, Cu) = p. (1.5. 32 
thl me 
AAR MR 产 是 扩散 的 ,那么 
lim lim£,,, (22 = 0. (1. 5. 4) 
yil n= 


(b) Hi BR BE. pm e CES IS m] B Pk i E (AT NL 8. 从 而 推 
出 e, 是 可 测 的 . 

(ce 由 定 文 显然 . 

DHF 2€ NE m, 表示 (1,2,…} 的 置换 ,使 得 

nj MED > BED, 
A) ii 

取 8G): = CED) (n D. BR e COE) ma; Ba, BARBS 
Bl Crk ard =d; t. B 

现在 让 我 们 把 这 种 技巧 应 用 到 一 类 Cox 随机 测度 中 去 . 假设 
a P, Æ E /*M.IOM.CEQO B) nT iM pef .7 d& E, F 69 BRL HE LX 
为 EXE, EMRE. BEC ORBIREA Ap HO PE 
MiOM GS) X M&CE,X EO ,在 给 定 了 的 条 件 下 X 是 -一 个 强度 为 
i ANA RH EXE, ES, xP, Poisson 从 随机 测度 , 直观 上 ,我们 
UA AUG OX MOR. AES E, b — PA BR A EF 
每 点 一 个 “从 ”下 面 的 结果 允许 我 们 用 这 种 方法 去 分 解 测度 . 

W Gy =0 (lee LX (AXED AEE hA IA AE 
&.}, ARE SH EIE RE ECX A, V 名 ) 使 其 几乎 处 处 成 为 
—^4- E ER BÉ LIE. Hi E 381.5. 2C AS i BEERTA E 
E. 

5EX1.5.3 HX BE, E—+ Cox 从 随机 测度 ,其 随机 强度 
H EEB MER {Part Ei}. SA x pan iE NR EB 
FI A o5 172. W 

ODE A E P-a.s. 


EX |, V P) = fo. x MAURIS 


Ete“? e, V 8D) 
一 exp| [log feren P Cd | XCdz) | ' 
$€ phe, x 4). Hep X J&— E, EB BL BC, WE a GE fI 7T 
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X(G) = lim 3 31CA? C Cao ^, (CX CA? X Ej). 
NE 


(bodn5R Idas. FATH ACRE I BON BE, RRE 
为 了 的 Poisson 随机 测度 ， 
证 明 E M EA [33 JP BO REL RE ER TH. J 


1.5.2 Lebesgue 分 解 与 绝对 连续 的 随机 测度 


i E Polish 空间 ,X 是 定义 在 概率 宅 间 (CQ, ,下 ) 上 取 CM 
CE), ZCM (CE))) 秆 的 随机 测度 , 设 vE MCE FR we, 
Xle) tA T » 89 Lebesgue 4r IGA X (ed — XL Go + XiCGa0 ;其 中 
XL Ca & vCHB Ret FE BE SED XC |v( 奇 异 部 分 ). 

913181. 5.4 — we X, (9) o X Co dE GO, ACME), 
BC Me EDRI AY BR BT. BU. A Ca XY Cos) A E PE BL RE. 

证 明 ( 参 见 文献 [151) Aia RN po eT OM CED) 
(MACE)Y 可 测 的 一 个 大致 证 明 . 先 证 

N: = {Cap Krpa lv) 
EM DXM: DHA TE 14, ee). 注意 
BBR pM EXM (E) Me (ED idu p, D SatY BEEN BE 
由 Lebesgue 4+ ARM "E— HE. SN — — XE. 由 于 M CED E 
Polish 空间 ,由 Kuratowski € 3E (£5 I,[ 153 ]. p. 152940 f£ — N 的 可 
B T dk TARRE T. 从 而 ;对 于 BE. 营 ,w(N 门 
{Ces feds CB) <<a} E BME). 这 即 证 明了 所 要 结论 . 

引 理 1.5.$ B X EUF MERET MOO RE 
E. 假定 

OFE Lebesgue FW 89 n] I NCE 使 得 对 于 每 一 个 
2 BON NUBE eaan BY som XO J KG, 8)/ 
e fK rn uc SET BRE Rb 960 H Eae «oo. 

(D 


ECX 41) = | | EGG, V $ € (CO. 
(1.23.52 
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Ju X JL3E- RE Rb $E" 上 的 绝对 连续 测度 . 
证 明 mg zH1.5.4 40 X BUB OXpik R A XQ (相对 于 
Lebesgue 测度 ) 及 奇异 部 分 X, 都 是 可 测 的 .进一步 ,对 于 固定 的 


全， 


X ms . 
lim Ce wD 一 lim = ulw) (1.5. 6) 


n-eos " PESE 


关于 cE RN) FE EP NCO) ER? 中 一 个 Lebesgue FMR, 
和 Co 为 X, Go) HUME F Lebesgue 测度 的 Radon-Nikodym 导数 
的 修正 , DE te OX BR. FX BOR) CL. 5. 60 
相对 于 乘积 测度 P dw dz 几乎 处 处 成 立 , 特别 地 ,对 于 几乎 所 有 
的 z, 美 系 式 (1. 5.6) 是 分 布 意 义 下 成 立 的 ,从 而 由 假设 (i) 我 们 可 
断言 对 几乎 所 有 的 =E Rug 与 zy(z) 同 分 布 .因此 地 
(1.5.5), 
[us P a0 | PDX aede) 


Xal BCE) 
ef 


~ NEEDS VATES A 


= [Pato [ cox lodz), ¥ $€ poco. 
MpGP) af 
再 由 事实 XQ (D EL XC) arc 0, FE IB X =X u P-a. Bee [] 


81.6 ZH ES SEE 5 Laplace 72 A 


RE, DEA ERE BE [8]. 3E AT AD CM GEO EF 
MOK A} BBS AULA 8 1. 2. 38026 RR. 设 o 是 Mr(E) 
上 的 完备 距离 ,CAMrFCE)) 表 示 MEG LEA X BS TP SEI E X 
函数 的 全 体 . 

现在 我 们 希望 能 够 定义 转移 概率 为 ZG, tudy), RIET 
M: (OQR ERARE RA. MMs (E) 上 的 转移 函数 2 可 根据 
Laplace # fi 


LG, tmp = [eA Pt mdv), $€ bp, (1.6.1) 
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FR Za iij ; 
《0 对 于 固定 的 yt.Ayg~ 工 [ripatgl 是 五 二 随机 测度 的 
Laplace #2 IR. 
《对 于 等 一 个 $€ bp Spe LG np E E- RE WI BI. 
Gu) L(s,2,p$) = [Perma Lg) wee «0 E. 
EAT FTIR A OL Pe MA A i TER 
S (t, ngdv) = 5P(s,s tty ua dv). 
相应 DEM ED ERU FE SOE Be XL 
T GGO: = [CDP e. uia, G € BS(MgECEDD. 


3 X1.6 10 WK T, Feller 3& 8E, MH T.C (Me (E> 
CMe CE) B. 24 z— 0B] A [T.G—Gl—0.Y GE COM ED). 

引 理 1. 6.2 REAN Stee dv BETTE COM (ED) Et 
Feller 半 群 的 充分 必要 条 件 是 

Gt FAY 22-0. A ME CE) 3] Mi (Mr (ED) B BR SE 上 一 
£P (t us BEB, HS Hp HUS] T (E— $€VO/ 是 一 个 决定 类 )， 


po Lits). = [e "^56 usd) 


是 连续 的 . 
GDlim, 457 Ct, ps *) = e. lima (t i. 12 0. V £20, HK 
PA MEDEA Ri Me x. 
Cii OR Sep t7 FP, oy 在 0 点 是 一 致 随机 连续 的 , 即 对 于 任 一 
£270, 
lim sup(1 一 ZU, pi N GD) = 0, 


IT 
其 中 NGO: = {vidu lp eE. 
HEAR 由 文献 [37] 的 引 理 2. 65318. 口 


引 理 1.6.3 在 引 理 1, 6.20). GD F ZR fF GD F tt FS 
E. 
lim Gu *) 一 Bus 


或 等 价 于 


*2l* 


limLG 4,9) — e ^*., V n € M.OD,N $ € V, 

证 朋 ”由 文献 L374] 的 引 理 2. 11 易 证 . 口 

给 定 M(tE) 上 一 个 Feller $e f£ E Er. di [60 ] fj 8843€ sg 882. 7 
知 ,在 在 一 个 右 连 左 极 的 测度 值 过 程 {及 ,, P" eu os MAGE 
A R 89 3. AR SC BL CD. EP (EP Plenus HP D— DI(0. 
ec), MECE)) , ED ate PL [ 0,090 8] M CEDE BT AG t P CDL SS RID, 
X a DME) we DX, (@) =o), Lleol X,,05 ss}. En m 
cr Oen V YP BRS ERR (OD EP (E ie Pope 
MOD HIESR S IR RIAM AAS BBR asd. 

对 于 非 齐 次 马 氏 过 程 我们 有 如 下 定义 : 

3E X1.6.4 (E.e) Polish 空间 , 设 EE 党 ([0,00)) X &, 
取 E= zi.) CE ERN B RS BL. CQ. 0f 4 ur 
WS, Foss, Fe) yt 多 的 子 oR RO BBL IC 
[uv]. WA 592,405 3,5. BS Fo ee ba RFK = 
[E ETE LER MICI M 

GF a o LA € ELLA) irs f) € Su Es. 

则 Z: = r F LS UII seis RIE A XE EB ELE B CATA) 
FEF Borel 强 马 氏 过 程 , 如 果 

GV £220,Z, GO, Lua ae CE ZZ Me up ag. 

GOV G,22 € Ê, PDP, 是 (人 21.2 } 上 的 概率 测度 ,使 得 

P,Z,-2,2Z,€C EWtlbs.Z Elso) AETR) — 1 

(1. 6. 2) 

及 对 于 VY AEF usl) Pa ADE EQ Q(0u]1X E? E Borel 可 
i. 

Gi du (5,2) € É,p€ b58 (Ls, 00) XDC[s.~),E)) res 是 
(97, us A. RUE EE 0o 1E Paura s s 

Py PT Z4 | Fu) CO) = Paso (PO) ,Zr 1 .)), 

(1.6. 3) 


即 是 强 马 氏 性 . 
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$1.7 PHN s d t 


我 们 研究 的 测度 值 分 枝 过 程 可 以 由 分 枝 粒 子 系 统 来 逼近 , 为 
此 我 们 需要 考察 右 连 左 极 规范 过 程 的 ( 弱 ) 收 倒 问 题 .本 节 我 们 将 
回顾 测度 值 过 程序 列 紧 性 的 一 些 基本 准则 ,也 可 以 看 成 一 般 
Polish 空间 上 过 程 的 收 襄 准则 的 一 些 县 体 应 用 ,因此 先 考 虑 Polish 
空间 的 情况 .鉴于 结论 的 详细 证 明 需 要 较 大 的 篇 帆 , 这 里 仅 给 出 有 
KEELA. 

RE, d Ek A Polish zr fal. id A: — (Ai [0,052 +[0,0c), 
ye Lipschitz 连续 ,满足 如 下 条 件 (1.7.12}. 


YCA): = sup || MO < os, 0.2. D 
1m P—5 


对 于 cus ar € Dy DGO0,c09) QE), 
p(w a 2. — inf CY CA) 
mn 


+ [oe 1 A supdQwle A wa AW) A 481. 
DU m 

. (1. 7. 2) 
SIE pe De LTE R ,其 导出 的 拓扑 称 为 Skorokhod $8 Fh CS, - 
5 HO. Z= BDL E) SUR Blei d Eod o- 代 数 . 
X X (aD: =w, wE Dg, X. — 0X, 08580) 0, — Dhu c, 
CH, 即 (De, Cig s CK Deen) 3E ZR E 上 规范 随机 过 程 . 对 于 

FECE), ELJ :De D(O,00) RD CP 30D: — FOÉz 22. 
定理 17.1 iE CE.d)& Polish 空间 . De 上 的 概率 烈 {P,} 是 


WW AAW 24 BL L4 
(a) 对 于 任何 > 0 RC RB L0 ETE TBS 天 ,使 得 
supP£,(X (6) € Ki, «e. (1. 7. 3) 
Cp) 对 于 任何 2-0, Ti OFF FE b> OFF FF 
supP, lw (X.0.T) el «ie, (1.7.4) 


+29. 


Oo 


Hep XEDe Ps ={O=ty9 tee n ST ymin |t;—¢,_, | Leen 
CA), 
w'G,8,D), = inf max sup d(zG),rG). 1.7.5) 
rF 


f EDeXPRER,.q 


证 明 参见 文献 19],Thecrem15. 22€ 3X: BE[ 60]. p. 128. E 

3E IRI. 7. 2CKurtz AG SE E] Cd fe — Ff Polish 空间 ， 
(Pj Ds E WE Exe ERA HMRI. 假定 对 于 某 个 
B7» 0. EÈ n, 7,8220, f£ dE dE fh BREL AE EE YT (00220, fh EF Oct 
LT OSes, 


EKL A dao XOT ZO x EJ[YT(GD |B], (1.7.6) 
ElimsupE,D7(22] — 0, BW (P, HE RE. 
证 明 参见 文献 [601,p. 138. 口 


命题 1. 7. 3 HEDA E, {Pehea de (Drs £8. (££, uu, 

CX eno EAE. i wx C BC CE ALIS EG Dy Ca” 但 cC) 
Dow. 如 果 对 于 任 一 FE Du, 存在 一 个 右 连 左 和 极 适 应 过 程 Zr 使 得 
FOX QD — [zs (1.7.7) 


R—qOPE.PO-4&, E. P.Cesssup,c, |Z; GO «oo, RY r<loo.d p 
€ (1,9202, 
1 lf 
sup El | iZ) ras) ) ”< oo, (1. 7. 8) 


则 对 于 任 一 feu {Pe GO) eut D(0,oo2 50 re E 
证 明 参见 文献 [60] 中 的 第 3 章 定 理 9. 4. D 
定理 1. 7. A (Jakubowski 准则 ) BCE, a2 KE Polish 空间 ,六 为 

E EX 3E £i EAE. 如 果 如 分 离 五 的 点 而 号 对 加 法 运算 封闭 ， 

Le. feee Fo f--gC€ F.W Dr 上 梳 率 测度 {P,} 胎 紧 的 充分 必要 条 

忻 是 ， 

(DX FER TOR > 0, ATE RR Kr CE 使 得 
PDO, t] Krn > 1 — e, Vm. (1.7. 9) 
Gi) BE SR AE LP.) EP BEM. FER Ser, DCO), 


= 24 


2) i BW BE PSP, © CF) a oe PaO a BP aE 
BaP.) RR OY RAE EM, (De) (638 HU FRE BAT 


紧 的 ， 
证 明 BML MLS]. [] 
以 上 定理 把 De E CP.) AS AO ORE [e] 88 0 ATR. i 
To (BR fe n EFE In FL An eR. 


定理 1. 7. 5CAldous BERGE RID 设 1P,} 是 DOO.09),0 E — 
A BERE M HE FE SX. 是 规范 (轨道 ?过 程 . 假定 

(对 于 任意 有 理 数 10, P. Xs ER FEBR 

GD SER HRA TO. 4 024 noo, PRA 


im P, (Xs, — Xl > 6) = 0 (1.7.10) 
或 
GOV 7>0, 习 8:zo 使 得 M 
sup sup P.CIX Cte + 8) — X(7,)! ee) (1.7.11) 
WP.) ABR. 
证 明 见 文献 [3]. D 


基于 这 个 结果 ,Joffe 与 Meativier(1986) 导 出 了 局 部 平方 可 积 
过 程 的 胎 紧 准则 AX ED P. 首先 我 们 引入 几 个 概念 . 

EM1L7.6 定义 在 (有 2, 多 ,多 ,,PY 上 的 右 连 左 极 实 值 适 应 过 
NRA DD- 尘 车 , 如 果 存 在 上 升 的 右 连 左 极 函数 AC) ,线性 子 空 
间 DULY CCR) BR PRA L:DUO XRX[0,o00 X Q--€ RA 
下 列 性 质 .: 

(al)XPT f£—- Gta € RX[0.00) X Q,lR ST d— LB. nt o 
为 DLL) EISE VE BHA LC, +,2,0)€ DCL). 

(a2) %t F HE -- 9€ D(LD. (aot WoL. x t o0 RE BUR) X 
PAW HP A dE [0 oc) XO E MET AY o FE CHIE Gs X 
FH SAR HP FES a 任意 ). SFE 9€ DGO.u 
M’; 
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M*G.o), —$X G2) — POX, Co) 
— [ LX, (w),s,@)dA. 0.7.12) 


AO2.97.9,. P) EB) E Spo 7r ap fig. 
ODE dR BF DG. BH 
PCr), = LE, £, tyw), 
&(x tí), = LO Lcd. w) — 2xBUx,t or) 
分 别称 为 一 阶 与 二 阶 局 部 系数 . 
定义 ].7.7(Joffe-Métivier D-:E BRAS RERO = BE XT = CNT, 
A FTP RKP 局 - 半 堵 序列 ,相应 的 算 于 17": 具 有 公共 的 
DCL), FB RE BO ER RC A") Fn} Riana. BASE WX ime 
"ide DD c2) JR) rh e lie E B n A 
(Dsup, E | X7 | «co, 
(i) EXE 奴 盖 0 及 正 的 适 诬 过 程序 列 {C? ,wo 使 得 对 于 每 ~ mm 
EXER ME, 
GO Br | rR (a Fx, 
WIFE T>, 
SUP ou, ELC] c 
Pe PPC Tono 
(证 ?存在 [0,ce) 上 一 个 正 的 函数 > 及 下 降 数 列 {3.} 使 得 
lim, .,Z) — O0, lim, ...8, — 0, Be Br BO se 和 所 有 的 m， 
(ATD — AGD s; YG — 5) + 9. 
进步 ,如 果 取 M": 一 X? 一 XR? 一 | Pa XP sss Od ATE ZU 
于 每 一 人 >>0 存 在 一 个 常数 Kr 及 mo 使 得 对 于 所 有 mm. 
Civ E(supre cory | Xr |?) SK r+ EIHXS|D. 
GO EX supre n. 7| M? | D Kr + EXT |. 
WEB] ”参见 文献 [1021. D 
R78 假定 对 于 了 >0, 存 在 一 个 常数 EK. 
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A Ee n I ELS 


sup sup Clans) |+ | fatter) D SEKr.a.s. Cl. 7. 13) 
supC A" G) — A" GS Kr G— 3) OG EET (1.7. 143 
supë | Xg | <29, (1.7. 15) 

UAM fi —P EF FT RB sup, E MIDO x Ky, MX me 
NIE DO) Rp as E. 


$1.8 B HE [f Eoi R8 89 ux S xe ETE 


设 MILD CR Mr (ED) ], M;LDCGR, , M, OZD], M LDGR,, 
RY Bl Be an 3H EV. AS rg 38 Uc SIR TR Skorokhod 空间 上 的 概率 
测度 全 体 . 

定理 1.8.1 OBRE E JE E IJ, F 是 CtE) 的 一 个 笛子 集 , 关 
于 加 法 运算 封闭 . PPCM, DCR, Mr EDIE 4 B ong 
Y FE EF [P,e P, fk MUDR BWP RK. 其 中 GO 
= {pp Fo DR MED DG. BD: Fer) O im far. 

(OM EDR, ,M,Ce))] 中 的 序列 {P,} 胎 紧 当 且 仅 当 对 于 每 
— PEK, GR), (Pa o P; HE M LDCR, FO HAR. CB LR LORD) 


dn $1.2. 6 给 出 ， 
证 明 《ay 的 证 明 与 人 b) 的 证 明 类 似 , 四 此 ,我 们 只 需 证 5b). 必 


Sipe dS, 的 连续 性 即 得 , 往 证 充分 性 . 
B BW, f; We DC[0,T], 闵 ) 中 胎 紧 ,因而 对 于 任意 的 
e> 0, AFTER KC DOO. T] 80 fig P. 9 FLOR OZ91 — e. 进而 
ff XE k 22 OTR 4 KC DCO[O, T ] [E — e, e D. t Pres = la ee 
M, (87): God, | Sk ES M,CROM RES. 然而 ， 
PADOT] Tr SP, e fi UX[O,T Lok a Dele, 
从 而 定理 1. 7.4 的 条 件 (iD 满足 . 令 下 表示 MORTO EE MNO = 
(dee K, ROKARE, BR FRM, CROW MAS FI 
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运算 封闭 .应 用 定理 1.7.4 即 得 所 要 结论 ， [1 
现在 我 们 来 建立 测度 值 过 程 样本 轨道 连续 性 的 准则 . 首先 [ol 
顾 Kolmogorov 与 Ibragimov 轨道 连续 性 准则 . 
引 理 1. 8.2 GOf& E — TSAR RY CO 0 5 WA 
ElYG) —Yco|'szCl|lz—s| "^, 0ss.tmT (1. 8. 1) 
对 于 某 些 > 0.e> OME RRC 成 立 , 则 对 于 固定 了 及 任意 的 YE 
{2,2 二 20 二 A> 人 0 
iYGo Ywl] 


|z — sj? 


P SUP > BYO 一 2)) (4a CASA, 
(1.8. 2) 
其 中 8 二 (7 一 2)/r,A 是 -个 常数 , 特别 其 ,对 于 任意 0 一 有 ar Y 
具有 B-ErP Holder 连续 修正 . 
(iE Zc 证 ?是 一 个 和 机 场 , 满 足 
E|Ztz) - ZOV x C|x yli 
对 于 某 些 >* 盖 0,a>>0. 则 对 于 任意 0<B<arr， Z 具有 B-Br Holder 
E EIE. 
证 明 参见 文献 [184],p. 49 或 [194] 中 的 第 1 章 推 论 1.2. 0 
31.8.3 we) to} & -- PRA OMe CE) (相应 地 
MRi B EE NL SERRE 是 紧 集 , CA. e RT. 2. 2 所 给 的 决定 炎 
(RB REB Ln $ 1. 2. 60, m HRE 
POX, £o — (XG). F/9 Sele sl 0.8.3 
W a.s. XECCL0,00) ,MpCE)) GR CC([0,00).M, GEO D. 另外 ,对 
于 Berry (XG) £220) ed C1. 2. 3) CARA ME, (1. 2. 1600 E XLRG 
EAZ F, GE B8-Holder 连续 收 正 . 
证 明 H Za: = SUPogecent LX € fad H2>A> 
1. ME FECIL. 8. DRMA 
Sec, = (87/0 — 24737) 二 > Ca 二 co 


由 Borel-Cantelli 5138 , P-a.s. , 
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sup KOK < DZS <o, 


ereegT [2 一 


$1.9 对 称 稳 定 过 程 


H FOCALA OB q O AR 上 稳定 分 布 的 连续 密度 郊 
数 , 其 Laplace 变换 为 


F glt Se "ds = exp(— t0) ,0 > 0. (1.8. 15 
o 


由 此 容易 看 出 ,et 有 如 下 的 自 相似 性 ， 
qs) = Ko (Kt, K's) t K TA 0,5250. — (1.9. 2) 


而 且 由 文献 [68],Lemmal7. 6. 150,g,Cl1, 2 const s 1 7. FERE B 


相似 性 推出 
qq <= const s 1 7,s,t 0. (1. 8. 3% 


另 一 方面 , 当 s 一 0 时 ec(01,s7 以 指数 速度 下 降 到 0( 和 参见 文献 
[68]. 5E E813. 6.1); 由 此 即 知 
f dsg so «oo.u € K, (1. 8. 4) 
SY 0«esc£H :0.Bb pt. WR 上 对 称 稳定 过 程 的 转移 
密度 ,其 特征 函数 是 : 
[axp.c, r)e" = exp(— t|yi),.y € H. (1. 9. 5) 
[ef EE 3E TR AP RO OB EE: 
pO.) = K p Kt, Kirr) ,Kt 090, € EUS (1.9.6) 
Plt Od = t, (1 20) QK > Ox € ES. (1. 9. 7) 
4 2 一 2 时 ， 


paez) 一 【4mty expl |o |*/40. 
BE ESA fp SE oa. 如 果 e-22,B (01.9. 12 801€1. 8. S0 RT EG ALI 
公式 
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Paix) = [ases t ps Gin. (1. 5. 8) 


因此 ,对 于 任意 的 a 和 4, 密度 函数 peles O UILITN PN 
x)= p(t.) ¥ lal=lyl, HX r= lol PATE RRA 
pt,0). Br AIH Zo UL Je HE UR HE ps C, O DIE EL 
palt，*) 的 连续 性 . 自 相似 性 也 可 得 到 pu C ,zx) 的 连续 性 . 

FA 0.9.82 (1.9.40, 24 a2, 


1 co 
PO or) x | dsga Clasp lsr 十 const | dss 17? s (sr). 
p 1 
此 式 很 容易 推出 


alr) x const E 


对 于 所 有 a 所 2 成 立 . 再 由 自 相似 性 可 得 


p. n) K const tr > 0. (1.9.9) 
4 
wit}; = | dsp. Cs et mo0o,cmE.,. 
由 (1. 9.9)， 
n dort) < const PRS 0,K > 0. (1. 9. 10) 


引 理 1.9.1 对 于 任何 的 Y1.9>0 和 0<ss< 我们 有 
[zo€22 — xe CO [E s conse| | deo) BELLE (1.9.11) 
Lu n 


pene BU RBA die. X. 
证 明 k Jensen 不 等 式 ， 


t X 
[se — ws) z= faal [dase p.Co,x)| 
< | [ aea-*) BELLUM 


nugis. 
Jaxette o = go PU [Wy sil.) 
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再 由 p. CL, 的 可 积 性 即 得 所 要 缚 论 成 立 ， 

文献 评注 ;本 章 主要 内 容 取 材 于 文献 L19] 和 [60], 部 分 内 容 经 
过 重新 整理 与 补充 , 8 1.9 取 材 于 文献 [68j,Ch, 13. 有 关 对 称 稳定 
过 程 更 详细 的 结果 ,可 参见 f24] 的 附录 ，. 
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第 二 章 4 Markov 过 程 


测度 值 分 枝 过 程 是 分 枝 粒 子 系统 的 高 密度 极限 . 分 梳 粒 子 系 
统 可 以 看 成 一 种 分 枝 Markov 过 程 . 因此 ,本 章 将 简要 介绍 分 枝 
Markov 过 程 , 并 弹出 这 类 过 程 的 一 个 直 现 描述 ,同时 为 下 一 章 测 
RASH BOs ACES. 由 于 篇 和 幅 所 限 , 我 们 仅 给 出 本 章 主要 
铺 论 的 太 致 证 明 , 详 见 文 献 L91] 及 [143],Ch. X. 

简 言 之 ,分 枝 Markov 过 程 是 做 随机 演化 的 粒子 系统 :粒子 的 
生存 时 后记 一 个 概率 分 布 决 定 . 粒子 在 生命 时 以 前 ,其 运动 由 一 给 
SMA BH RRR. 在 粒子 死亡 时 它 又 产生 车 干 新 的 
粒子 ,新 的 粒子 与 原来 粒子 的 运动 完全 相同 ,而且 系统 中 所 有 粒子 
的 运动 是 相互 独立 的 . 

ER ER-—TPEB.ULSUDIE.GPSoacE)H& E LAB 
Hia, EETA e eE: A RHA sc TORTE Im 
SHET ET = (Cae meer. n€Ed—1,2,2e.o)m8)—7 8. 
4 

S-UZz,E' E'— {a}. 
EE EGEDIS RMA fr OE SERO. iX 2 PRT 
的 位 置 也 可 以 看 成 对 称 乘积 空间 EO Hapa. 其 中 
E" 2$ Ey, (2. 0.1) 
~ EO — 3$ ER BO PE EY x — Cazares 
FE Ce vo VIE EEY “AM T TRY 的 一 个 分 量 置 换 , fal 
样 令 
SUL kb”, E = {9}, (2.0.2) 

记 S4:—SU(AI SAimSULATLESIÉR SAS BASE 
化 , 其 中 3 和 入 是 两 个 孤立 点 .3 表示 系统 灭绝 状态 ,而 和信 表示 爆 
发 状态 ,这 两 个 点 是 所 讨论 过 程 的 吸引 子 . 如 何 来 构造 分 枝 过 程 
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更 ?让 我 们 先 从 过 程 的 “拼凑 "开始 .下 面 的 讨论 基于 空间 S ,对 于 
空间 $ 也 适用 ， 


$2.1 Markov 过 程 的 拼凑 


本 节 痊 出 由 有 限 生 命 时 的 Markov at H A * BFR "Markov 过 
程 的 方法 .一 个 最 简单 的 办 法 就 厦 让 死去 的 过 程 从 它 此 去 的 位 置 
“复活 ”, 这 一 方法 的 关键 在 于 如 何 把 过 程 一 段 一 段 地 连接 在 起. 
下 面 的 讨论 中 前 3 可 以 是 任意 PHRASE AERA LR 
式 . 

ve -个 有 限 生 命 时 的 Markov AEAU, ,5 PaE 
SO. 按照 通常 的 做 法 ,我 们 3 引入 状态 空间 以 外 的 一 个 点 从, 以 此 表 
示 过 程 在 生命 时 之 后 的 归宿 . 自然 地 ,定义 生命 时 为 

E(w) = supit: (9) € 55, 


于 是 取 
$600 = AMF V EZ Mw), 
对 于 3 上 的 任何 函数 Fee f(A) =0. 

概 设 入,, PyaES} 是 一 个 Markov 过 程 , 具 有 有 限 生命 时 二 
<ioo,a.s.. “复活 ? 这 个 过 程 意 指 让 该 过 程 从 点 各 Ca) 处 以 一 定 嫁 
接 方 式 ( 更 新 分 布 ) 获 得 新 生 . 为 此 ,我 们 首先 给 出 几 个 概念 ， 

E X2.1.1 ARE Nw.dd) RA OX eco b 一 个 更 新 核 , 


如 果 


N (6o, +} = Nto, +), H t < Cla), 《2.1.1) | 
而 
N(a, +) = 04, 24 lw) = 0, (2. 1. 2) 
一 个 典型 的 更 新 核 的 例子 是 
Now, *) = pGuo- s (2.1.3) 


其 中 pGa.dbD RE S XÆ) E BRE SR EL AW eC. 1. 2). 
对 于 给 定 的 更 新 核 N Go. D ,在 XX 党 (D2) 上 定义 概率 核 
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Qw, B) = | NG»da)P,CD, BE Sdn. (2.1.4) 


由 lonescu- Tulcea 定理 (参见 文献 [143]) ZEE (27,58 (207) 
上 的 一 族 概 率 测度 IT, L(E ET E dU PERI Wm FED"， 


Taf = [Qn des y Q ay do) FG enn e). Q1. 8) 
EMCO”, BOD)” E 86 — PERIERE UL RE 
Pf = | Poms, f eso. (2.1. 6) 
一 列 复 活 时 间 (o C9) isa, 


a 


ri) = MEGA) ~ (ew m yer), (2.1.7) 
a 
ER—4i95 XD, 
[ie MPOsL:DnGn At; 
XCD) —4&. CD Anil) 时 
n 4ipr.(o) B. 
(2.1. 8) 


其 中 四 一 (eol as we) ,re (2) = limr, Ca). 我 们 有 
定理 2 1.2 WC, Poa E Sl 是 一 个 具有 有 限 生 命 时 的 
Markov 过 程 .那么 ， 
ORERE ore P, aC Ste. WEA, 
(Xu Ln Pat SAME eL DLP.) 间 分 布 . 
(2.1. 9) 
BUFO LAAT MRRP AS ERB ROM BR g. 
PF (wg XR, ) = PF (aN Gg). (2.1.10) 
Gi) 30 it BER Markov( 右 连续 ?的 , 则 它 的 再 生 过 程 也 是 . 
HERR ”定理 的 结论 可 从 过 程 的 构造 中 得 到 . 详细 证 明 可 参见 
[91]. [1 


定理 2. 1.3 ic 
$CGa,dt,db) = P(r, € dt,X, € db). (2.1.11) 
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ANFAS ESE fi RB GE Fou =P fla: =P FOX.) 
是 积分 方程 
u(t.a) = P,fía) + f ] GO — r,b 

(2.1. 122 


的 极 小 解 . 其 中 P, 为 已 知 过 程 的 半 群 . 
证 明 WF RSA) = DC POS), E, PPSS P, 
PY f@ =P, CX) srt). 从 而 易 知 结论 上 成立 . O 


$2.2 分 枝 Markov 过 程 的 构造 


前 面 我 们 给 出 了 5S 上 Markov 过 程 连 续 和 起 来 的 办 法 . 如 何 构 
造 分 枝 Markov 过 程 ? 办 法 是 类 似 的 ,不 同 的 仅 是 我 们 的 出 发 点 不 
一 样 . 这 时 ,我 们 从 最 菇 本 空间 巨 上 的 Markov 过 程 (& ,5,P,ya€ 
REOR Hed S 上 的 有 限 生命 时 过 程 必 ,8 Pac SS), 然后 采取 
上 车 的 方法 拼 站 一 个 新 过 程 (K,5 ,PoaE SS) 这 个 过 程 相 对 于 OE 
E89 & 而 言 称 为 分 核 Markov HH. 

对 于 五 上 任 一 给 定 的 Markov tH (0,58 QD ,6 ,8,P,,xXE€ 
ENSIS UE O° ERARE Ep Pasa Crist sr EE’) 
如 下 :对 于 任 一 ee 1 do Cas em tmm, 

fe. = min{f(o,);k = 1.2.4}, 
(F,Ca, 6 若 { < ; 
A. Bre lw), 
Pa = PX X Pa XIF a = (nece) € E. 
即 过 程 的 分 量 相互 独立 . 进 -- 步 ,我 们 还 可 以 得 到 定义 在 R: = 
Us <a S EA Markov 对 程 : 
CP © S}, (2. 2. 1) 
JE re 7 = (os) s J& T REPE RB RE G0 = 9.1250. 
设 n.r db)d& EX CE") | ARERR, EM 


E (mw) = 


(add) = gnata Gesdb). (2.2.2) 


m=% 


Erdh) BSA BEX AOS) LEER HP ga Ceo FE AE fo. BT BY R 
数 ,使 得 
le. = 1. (2. 2. 3) 


m=O 


约定 mE a WS Se. PRig, (2) mu Gr d) m0} Fak 
(branching law). 4E air db) B kg E PRE OA PE b Y dg 
目 和 新 粒子 的 位 置 分 布 . 

不 和 失 一 般 性 ,我们 可 设 gtr) 二 0, 即 排除 死 - 生 的 这 种 无 
了 昧 分 枝 情 况 . 否则 我 们 可 以 通过 更 换 样 板 过 程 而 把 这 一 情形 北 合 
Ee. BREEAM RAR RHA LHR. 

BF B= Cay ate ee FRE XL RE mI aime 


| (Gr.dé»f (b) = qo (ai) Flay, tt ees rn en) 


+ Mac], ne Giu) 
m=1 


X Fen ele Zig ete tals (2. 2.4) 
HI r Fann 粒子 系统 中 第 i 个 粒子 所 产生 后 代 的 空间 分 布 . 
根据 nO EX OX BS) LEB NG, db) 4 WE 0" a= 


Cans ttu). 
N(o,db) = S sco (DDr CE (@) db), (2.2.5) 
N Go, db) 二 3 的 点 测度 ， (2. 2. 6) 
那么 ,我 们 有 
定理 2.2.1 BEIE C PSoccENHMÉE LARARE OHH 
Markov 过 程 , 使 得 
PO. FEAR E) 一 1, 已 人 一 站 一 0 之 0， 
给 定 分 枝 律 {gtx) ot, Cr db) nzol. WIE HE Markov RIX are» 
Poa€S} (te 
PAGG n) = PIG Dec E, (2.2.7) 
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Pi, € ds, X, € db) = P,(r, € ds, NC dl) a € S, 


(2.2.8) 
以 及 
PKR, G+) = PAX, € +) * P,UX, € D.a,6 E SCRE), 
(2.2.9) 


Ht NCO, dh BHO.2.5).02. 2. 60 AM.» "Em BR. BAM 
EAH a= Cae te) CE b= (ie am EB ab: = Cay, 
EnV Ya E E ym l. 

WEBB 对 于 (2.2. DES ut fg RE (SE PL ee s) 5.2.5). 
(2. 2. 60 3E 3L BO TE AERE N( 名 ,QB) ,应 用 定理 2, 1. 2. 我 们 可 以 得 到 
一 个 再 生 过 程 {X,r-, 互 .aeESl. 由 过 程 的 构造 易 证 (2.2.7) 与 
(2. 2,8) 成 立 . 因此 ,只 需 证 该 再 生 过 程 的 分 核 性 C2. 2. 9). 

记 

P! = P, PFO = POOXDan St ork 1, (2.2.10) 
则 让 (下 面 将 要 证 的 ? 引 理 2， 2. 2 可知， 


P(a5,2-— MP TE SE Pia, .) D PEG, ») 


A-0 =g 


= Sip Pa, x SPI, - = Pia, ) x Pb, .). 


证 毕 . 0 
引 理 2.2.2 i Pfa (2.2.10 sre S 


‘ 
Pla . é, j= S Pita, +) x Pi, Dm- =0,1.25°" 


"Tm 


(2.2.11) 
证 明 采用 归纳 法 来 证 明 (2. 2. 1D. 4 二 一 0 时 由 过 程 的 梅 
造 ,结论 显然 威 立 . 设 
$(a,ds,db) = P, € ds,&, € db). 


MY Bi C2. 2. 40— C2. 2. 7) 
pla b, dsid = pla ds, de) P, de) + P lade Alb eds, de), 
(2. 2. 122 
-87- 


EP eyes. HX, 在 ri 处 的 强 Markov 性 即 可 推出 
Pipa = | FGdsdDPLMQ. (2.2.18) 


E JE HEA €2. 2.122 5 (2. 2. 132 ,我 们 有 


PU fb) = | gla + b, ds, dc) Pi fc) 
DA 


一 | ista, ds dei P.Cb. de) 
[0.:] 5X5 
+ P, Ca de gn, ds, dca) } 


x Sj Pi. fey; de) Pi -iCe, den) fle, * e) 
再 由 于 
PP ,f(a) = Í. — &Gsdr,db)PE MfG), (2.2.14) 
if Xd 
id Fiat. B= PP (a. B) WE 


a 
PP fla * b)-—— of {dF (a, s de) Ft (bs des) 


=o ‘a ]xXSuS 


+ F'(a,s dej )d F*17!(b,s de; ) if le, , e; ) 


一 一 xj ldt" la syde JF (basde) 


ea]xsxs 
+ Fita,s de dF (bes dei (el * e. 
注意 ,dF 表示 对 * 的 微分 ,而 在 第 二 等 式 的 计算 中 ,我 们 增加 
(-—dFOF Om — Pe dP) 8 (dF =0!). Big. 
tl 
PPÜfG b) = Dl, F'(a,0,de F+ *(6,0,.de.) fle, * ej 
fs 48x 


r, 
- Sl. P; (ayde ) P Gs dey) fle + e 
这 就 证 明了 引 理 2. 2. 


$2.3 分 枝 性 与 非 线性 积分 方程 


上 节 , 我 们 借助 于 特定 的 Markov DRAMA REA SS 上 
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的 分 枝 Markov 过 程 的 构造 . 这 个 过 程 在 空间 S 上 诱导 一 个 线性 
RRR HEE E E 3ECERU XR ERO — 1r HER TE E BE. 因此 ,本 节 
的 主要 目的 是 要 说 明 分 枝 性 与 非 线 性 的 关系 . 
FARS: 
SEQQE) — (f € BRE S i. 
FE RE SBR ATS SEAE) pS), 


fl; r= a; 
Fz) = /ee xc = Cx, Tost 3,21 
0, F= A. 


E 过 来 , 若 emo = fn) a S an) E= L retten) $1] 
S gle= f. B T, EX, MM BCS) ERRE Bp 
TIG = EFCX) ,FE BCS). (2.3.1) 
于 是 分 枝 性 可 重 写 为 
T, f(z) = (T, velox € Sif € BCE). (2.8.2) 
BI x—GuomeUn)€ECS. 
T, ÅD = T, FG OT, f Gs) T fn (2.3.3) 
我 们 知道 ,T, 是 由 X, RE BMS 汤 (S) 上 上 一 个 线性 半 
群 . 由 于 瑟 是 一 个 子 集 . 而 映射 < OB HT BR Ao 
BCS) RS — Pa BI. TERNER., ER T, 限制 在 CE) RE dE 
i FEE RE. — ELT BERE ER PE BU BRAE BUR 2p PLE AREE 为 此 ,引信 
£45 & 89K Gr BERE 
KüG,ds,d3) =P. € ds, € dy, y € Sys € [0,00) 
(2. 3. 4) 
及 分 枝 机 制 ( 母 函数 > 
FG) Sg Cy) + Satyr | n. Cy,da)(a), (2.3.5) 


Bot eC BE). Gi Dm sso AL C2. 2.2), (2. 2. 32. 特别 地 ,如 
YA PRA AG eo s ^c EE A E {a ee 0 | JE. C HE 


列 , 从 而 
+ 30 


| myaDadD wyEE, — qae 
FEC 3.5) 可 以 改写 为 
Fiya Sg 十 Daly. (2. 3. 7) 
n-—2 


定理 2.3.1 (RG X ROLE 0-4pB Markov HOE, 5 e y 
足 定理 2. 2, 1 中 的 条 件 , 令 


uD =T, f(r rE E, E BCE). (2.3.8) 
那么 它 满足 非 线 性 积分 方程 
ult) = Po 十 | K(a,ds, dy Fy 5t.-.), 
[0.8] x E 
(2. 3. 9) 


其 中 PE = PLO CE) aD. 
证 明 由 强 Markov 性 可 得 
P, F(X) = PAf RO < D + POS AKO) ait BO. 


(2.3. 103 
由 分 枝 性 C2. 3.2), 
PX) =P f@= A (TE, 
所 以 
Py (F(X) |a — ds Ke) [ne (2.3.11) 


由 于 00—P,OGE€ E) BER y Pk n TRA I HORS LL 是 
X BAP AE ODIUM EE ST E Pres FX SEE E 
(8, P.) BUS 2 — FC FP. CAD, OG FO n D. Mf 
(2. 3. 10) 右 边 第 二 项 变 为 

f Pt E doh € dy Pe (人 AD] 


= | Küir,ds,dy)FCy,t, ). 
[OE 


而 (2. 3. 10) 中 的 第 一 项 等 于 PfCz) ,这 就 证 明了 (2. 3. 9). o 
上 述 定理 措 述 了 粒子 系统 开始 时 人 私有 一 个 粒子 时 的 演变 规 
律 , 自然 地 ,我 们 需要 考虑 万 始 状态 有 多 个 粒子 的 情况 . 假设 初始 


| 407 


时 有 mel REF. ET ES 3 Ja c Baa 1 Ta H T— ir 
aye 8 3 TRE SRM 
P, ÂX = [| P. £f(Xo.£ € BCE. (2,3.12) 
aor] 

注 2, 3.2 注音 到 X,C FF CRA HARP An EET. 
X Bon Ph i od BSB iX n ET zx aps mE. 如 果 我 们 把 
KETAR - 8:4 Ho RAT eA Ae KT 
一 个 单 点 测度 . GE Le RR IER Ak fed HEU mG CN 
MCE) SÉ X mR BY iS EM, E 

T = [rtrt] E Boe) = 2,8,.n = Leds. 

me 

HB, Bae cE SWRA OOK ICME E ros e de 
随机 测度 . 于 是 若 在 (C2. S DA gOr)—e ORS flo) 
C2, 3. 90 Ex 

Pe MSS us pie fO A [. Kiasds dy) Fly ity D. 


nr] E 


(2. 3. 13) 
JEZ GE). 因此 上 式 给 出 了 随机 测度 ep XE P(xwEE) 下 的 
Laplace 39 g&. FRU 4 fC = lal) BE BCE) WI CA eCX Oo dom 
Bp: MRA BUnRT TA. 

注 2. 3.3 Fe Br oF B BRA CP EE RH 一 个 5 保 
Spo Markov HCE. P. c E) RE RT A iE eR K G0 S|) dn 
Fr S SES CE. HEUTE BO SE SEX Feymann-Kac 2E Bf ; 
PS) = P exp > fends! reto] t € un, 

(2. 3. 14) 

WARE Rui £ 的 生命 时 8 的 分 布 函 数 为 


P D> = P| exp { — fecus] toe 0. (2.3.15) 
HAXE 是 轨道 连续 (扩散 ?过 程 时 ,52.3.4) 可 以 继续 为 


Kia,ds,dy= P,Qj <s + ds,& € dy) — P.C, < s,f; € dy) 
edi 


= 一 Pa 


exp|— [eode] 14, | 


= Pc exp | — [eA ree | lay (Eds 


= Piz,dye( ds, (2.3. 16) 
-1x 2€ Ls a 
L- 2 2 ar dri 十 26ta) aa 
ERHET AAT. S E LP ROR. 由 定理 2. 3.1 及 以 上 的 讨 
论 易 证 如 下 结果 : 

系 2.3.4 WIRE P,.xcEOoR 880.3. 40 E XL (SE SE BI 
决定 的 强 Markov 过 程 , 令 uu) =P, f (x) rR, SEB, P), 
则 它 满足 

urd = Pfr) + | Pia dye dsF Cy,m_,). 

ENIES a 
(2. 3.17) 
du FG u)BHCO.3. RBH. WE ES XC (rr dE PERE 
方程 


i (a) = Lule) + cGxuG) + (2) {golx) 十 A 


(2.3.18? 
的 一 个 能 解 ， 
注 2.3.5 如 果 />0,u(iyz) 一 BB 广 (xz) 是 由 分 枝 过 程 给 出 的 
积分 方程 (2. 3. 17) 的 极 小 解 (参见 文献 [143]). 
注 2.3.6 本 章 只 讨论 了 参数 不 依赖 于 时 间 的 情况 . 事实 上 ， 
当 有 美 参数 与 时 间 有 关 时 ,上 述 讨 论 也 是 类 似 的 . 在 下 一 章 我 们 考 
虚 时 间 非 齐 次 情况 时 ,直接 应 用 了 本 章 的 结果 . 
文献 评注 “本章 主要 取材 于 文献 [91] 及 [143J,Ch. 江 , 部 分 
内容 稍 向 补充 . 
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第 三 章 ”测度 值 分 枝 过 程 与 超过 程 


考虑 本 章 的 主题 :测度 值 分 梳 过 程 . 为 什么 要 研究 测度 值 分 枝 
过 程 ?为 什么 它 是 当今 国际 上 概率 论 中 的 热点 ? 同 管 这 些 问 题 可 能 
不 易 ,但 一 个 重要 原 央 是 它 有 着 很 剖 的 实际 背景 ,又 适 介 当 今 数学 
发 展 的 潮流 ,事实 上 ,从 $2. 3 我们 看 出 .分 枝 性 导致 了 非 线性 性 . 
当然 ,测度 值 分 枝 过 程 自然 也 反映 非 钱 性 现象 ,如 入口 的 演化 规律 
等 ,在 物理 .生物 等 自然 科学 中 也 有 着 重要 的 实际 背景 ,并 且 和 非 
线性 发 展 方 程 育 着 密切 联系 .我 们 知道 , 非 线性 问题 和 无 穷 维 随机 
分 析 是 国际 数学 办 普遍 关心 的 研究 课题 ,而 测度 值 分 枝 过 程 正 是 
兼顾 这 两 方面 的 研究 领域 . 因此 ,从 理论 和 应 用 两 方面 来 讲 , 这 一 
领域 具有 先进 性 与 实用 人 性 , 男 一 方面 ,我 们 将 会 着 到 ,测度 值 分 校 
过 程 又 有 很 多 别 具 特 色 的 新 问题 :如 测度 方面 的 问题 解决 这 些 问 
LES FUN NE REESE EE Epi 
THE AR AR REA ATERT -个 丰富 和 发 展 数学 思想 方法 的 舞 


tn 
m- 


本 章 首 先 给 出 测度 秆 分 枝 过 程 的 一 般 概 念 ,然后 着 重 讨论 一 
类 具 栖 的 测度 值 分 枝 过 程 一 一 Dawson-Watanabe 超过 程 . 这 类 起 
过 程 可 由 分 枝 粒 子 系统 的 高 密度 极限 得 到 . 为 方便 起 见 , 下面 简 称 
FHT. 它 是 状态 空间 为 某 种 测度 空间 的 随机 过 程 . 


§ 3,1 测度 值 分 校 过 程 的 定义 
考虑 Polish Æ H CE «0 RHE iy — "pr mI BE zs ROM o0. E 


通常 讲 有 二 类 超过 程 :DY 超过 程 .FV- 超 过 程 和 CU- 超 过 程 .但 在 
况 下 ,超过 得 意 指 D 名 -超过 程 , 本 书 的 最后 一 前 将 对 这 三 个 方面 做 


ar ume e 3 aee tta 


CX, ET, Puce «BR iF SOM.) EIE BREL IDE. EE 
了 表示 时 间 域 . 

定 久 3.11 BE PG.n; UO: —POX,CU|X.— jp) ,是 TXxM 
KTX A 到 10,1] 上 的 映射 . A PO, uir UO Ré E RR, DR XJ 
于 Ssfstts € Types eeM, 

(DP Gir, UD dE out - up ng; 

(29PCs ust, 是 -到 上 的 概率 测度 ; 

C2) PCs sys CO Sip le; 

CPCs pt 十 四) 一 | P Gier U) Ps pt, dy) 

(Chapman-Kolmogorov 方程 》; 

CSP Cree + pt LIS f ees RO Pom ited PGus: 

tdu CHE 

C62 PCs, ia t UO BS GE 1E DR 
ls ptsf) := —log | Pept dd”, Fe bp (3.1. 
满足 对 于 所 存 的 ET FE pE) Gls 8. it fj 2€ p CE, 

Ms nat P) = | a Rat Dt, (3.1.2) 


其 中 5 袁 示 质量 集中 于 < 点 的 单位 测度 . 从 而 称 ( 天 ,ET 了 ,PP ) 是 
-- 个 时间 非 齐 次 ?测度 值 分 核 过 程 , 简 称 它 为 MM- 过 程 . 

如 果 过 程 是 时 间 齐 次 的 ,我 们 以 PO LORE PG. pitts, 
UJG $Ouu PD om oir t 让 .为 叙述 上 的 方便 ,下 面 主要 对 
时 间 齐 次 的 情况 进行 讨论 . 对 于 时 间 非 齐 次 的 情形 结果 是 类 似 的 . 
如 有 不 同 之 处 ,我 们 将 特别 说 明 . 

BEML IER) ARB PO OE 
M-18 Markov 过 程 ,(5) 则 表明 了 它 具 有 分 枝 性 ,因此 过 程 X, 是 无 
3j ay 4r i). MEAS up 4RII3RIÉ) EcRGERE CR OLOEIEI.4.4).ff dk 
五 工 的 测度 Y Guo 038 M 上 的 测度 NG, prt) ,使 得 
Pts tof) = OG, 十 [a —expty, — DING, i. do, 

(3. 1. 33 


"4f 


f € pO CED dk Y su 中 Np 中 分 别称 为 下, 的 第 一 ,第 二 
Bm. 

id PG. cd = MILES X, 的 Laplace 27 94. 由 

3E X3. l. 1) sa PG SUR 号 -可 测 的 ,从 而 ,更 ,gw 有 相 
同 的 可 测 性 . 而 且 可 以 证 明 

Vam A) = [YB dr) A € A. GLO 


NGU) = [ Na... adr) € 4, (3.1.5) 


gG- p Podio... PIE p. (3.1.6) 

5E 3,3. 1. 1 HR REFER OI C50 E R LAE p ER HE ST 
BE. 而 性 贰 人 的 乍 看 起 求 有 些 不 自然 ,但 下 面 的 定理 说 明 它 在 
—3E A FE nd: COO COREHU. 

定理 3. 1.2 RRB BH PO URE OCS). 如 果 对 于 
任意 固定 的 4-0. 

Ca) 4E TE £C- 0A a> DE PUso Lese (Ee) € [0.221277 6, 
ae E. 

(bo BR um POS e 0 OM Do Od OD LL L0 REXE EA. 
其 中 o 是 测度 空间 上 的 Prohorov RE BE CH, 8 1. 2. DD. 

PARIZ. 

证 明 ”注意 到 , 当 rnr Eoul., 8—0. IBA HCD) PU, 
Ô UD E E xk SE eA EE 900.5. DA E EKTA 
pa RX. 

HUE G.1.22.4 Mo 表示 M 中 所 有 形 如 n= YT és 
是 有理 数 ) 测 度 的 全 体 . HSM Ou dou P um f+ 
dGO m fs FH 


k 


(Gun PD = S apQ f) (3.1. 7) 


dex] 


一 [eee Patan) sp € MoJ € pE). 
对 于 FE BCOD.expi— Gu fb M 上 的 连续 函数 ,进而 由 条 件 
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(DIMA ou Cu. 070, 

d Se fb wy P. (3.1. 8 
特别 地 ,gt ORF SE pCCE) 也 是 连续 的 ;因此 ,对 于 于 
PRE) $6.8. , AF S- AWAD. RE HEH 60.8. AR, 
这 就 在 Mo 上 证 明了 (3. 1. 27. 

由 于 Mo 在 CM ,en) 中 稠 , 所 以 当 FE PCCOED ECL. 1. 20 p vr. 
再 由 单调 类 定理 可 得 (3.1.2) 对 所 有 的 fC pom CEDE SE. 因此 ， 
d, ut = [ Wsrds0 Dada). 口 

X313 i X, BEB PROS POL p d B M- 过 程 , 对 于 
ACE ,i—1,2, REM 

M(t, ur Ay Ay = | PAD AD PG pod) (3.1.9) 


Ei 
MP (2, pi A yt Ad = ] iC CAN Ges. (3. 1. 10) 
E M-E X, 使 得 M" (Cid. i Syed ) € pBlE) WHA 
n 
M. iif. 


BRM DRS PHEW MDB. 实际 上 ,对 于 任意 的 
IEAn, T UL HE C3. 1. 90 46 H4 P X XX 上 一 个 测度 ,这 个 测度 
一 一 一 


我 们 称 之 为 二 阶 算 测 度 . 

i Ane AIC VEM E 上 的 函数 

Qs FAL rAr T tT: = Olds ts DAC). 

(3. 1. 112 
p it E C3. 1. 1) 可 以 证 明 
a 
Mtm A) = a P M re As) pn 

以 及 | 

MPG pA DSM? G,ug ABO) M , p AIMG, gB) 
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—3z ag C A Bax, TIPS 
对 于 高 阶 情 况 也 有 类 位 公式 ,但 比较 复杂 ;我 们 不 表 贰 述 . 

注 3.1.4 (3.1.11) 式 的 引 人 对 计算 测度 值 过 程 分 枝 过 程 的 
第 很 有 帮助 .实际 上 ,我 们 在 考虑 超过 程 的 第 时 正 是 采用 这 利 方 
ik. 


$3.2 超过 程 的 定义 与 构造 


É AA FR) BE fA od a ct A Jirina 01? £i Watanabe 913] A 以 
来 ,已 经 发 展 为 比较 成 熟 的 理论 .这 -研究 领域 源 于 - -个 很 直接 的 
考虑 , 即 它 是 粒子 系统 在 一 定时 空 尺 度 变换 下 的 极限 EXAM 
从 不 同 的 角度 发 现 了 同样 的 现象 ,给 出 了 测度 值 过 程 的 不 同形 式 ， 
不 同 的 构造 方法 ,同时 也 为 我 们 研究 这 种 现 党 提供 了 多 种 途径 与 

这 一 -理论 之 所 以 发 展 这 公 快 ,除了 问题 本 身 的 实际 意 尖 之 外 ， 
主要 原因 还 在 于 它 的 精确 数学 描述 . 这 使 得 人 们 能 够 利用 现 有 的 
数学 理论 进行 研究 .一 上 方面 它 与 对 数 Laplace 泛 函 及 非 线 性 发 展 
方程 的 密切 联系 . 男 一 方面 ;在 随机 过 程 理论 的 框架 内 还 能 驶 应 用 
PRIA SHE. BO. CHRP RIND LD AF Ag 
思想 . 测度 值 分 枝 过 程 有 一 系列 的 别 具 特 色 的 问题 ,如 过 程 的 局 部 
空间 结构 .测度 相对 于 底 空 间 参 考 测度 的 多 对 连续 性 与 奇异 性 、 支 
振 集 的 分 形 测度 与 维 数 以 及 时 间 空 间 尺 度 不 变 行为 等 ， 

Sh AE BL FA BET A AA BE AB od eh a A E e. 
尽管 目前 我 们 尚 不 完全 清楚 测度 值 分 枝 过 程 是 否 一 定 可 以 由 分 枝 
粒子 系统 的 极限 得 到 中 ,但 超过 程 却 可 以 由 这 种 极限 过 程 得 到 . 无 
论 如 何 , 粒 子 系 统 的 高 密度 开 近 给 出 了 超过 程 的 一 种 直观 构造 方 
法 . 这 种 直观 性 对 理解 超过 程 很 有 帮助 . 


中 ”Drynkin[a] 专 门 研究 测 麻 值 分 梳 过 程 与 超过 程 的 甘 系 ,但 问题 还 没有 全 部 解 


时 这。 


首先 来 构造 超过 程 . 我 们 先 从 Markov ft % £& 与 对 数 Laplace 
半 群 的 关系 开始 . 


3.2.1 Morkov 转移 核 与 对 数 Laplace 3E 8E 


设 { 五 ,4A) 是 一 个 Polish 2] Mr (EAR E EAIA BR Borel 测 
度 空间 并 装备 弱 拓 扑 . 由 上 一 节 可 知 ,IMrtE)- 值 测度 人 秆 分校 过 程 
{Xle Laplace ££ A LG tees p RRA 

L,.t5;$)— Ele "|X, = w= e rhet 

pE pbSOCE) we MECED. 其 中 phe) E BOE ZR PERPE TV auos 
DI GNE ME TE 

OCEA GR [a] 3E JE XO SE RE BD ret 

VV VL, Vua. (3. 2. 1) 

GDI THE s 220 we M(E), Beat dn [Vi $a edz) 
E E EBBELM Re Laplace 2E i. 

W OEG) GD KA F (Va E H a E Laplace 半 群 (log- 
Laplace semigroup) D, tz ME — Be E M (E)-fB Markov 过 程 的 有 限 
维 分 布 .因此 ,对 数 Laplace 半 群 成 为 首要 研究 的 对 象 . 


3.2.2 超过 程 的 描述 


超过 程 有 三 个 基本 要 未 : 底 过 程 .分 枝 率 与 分 枝 机 制 ,用 分 枝 
粒子 系统 的 观点 ,这 三 个 要 素 可 分 别 描述 如 下 ， 

底 过 程 一 一 措 述 粒子 的 运动 规律 . 一 般 假 定 底 过 程 是 一 个 规 
范 时 间 非 齐 次 Borel 强 Markov 过 程 . HAR. CE ZO RE — 
Polish 2 [8], Dg = DC[0, co) , E) 247 @ Skorokhod 拓扑 的 右 连 左 
EBA B]. 对 于 e € Dx 5 Co): — eG) E20. TF TE -- (280 BE 
di ECE HEL É = GuDiux€ E Der= (€ Die € 
E.620),42,-d4[| E. BA É€ Q0.00))0904, D 是 De 的 一 


COD Mf Mbp SE HE Ccumulant-semigroup)» 或 Skorohod-:E HF. F- se HE. W- 半 群 
理论 是 由 Watanabe tlye 19684E E Silverstein 15214 19694F #2 HH 69. 
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个 Borel FR. 34 FOSS, Du — [esi Eu ism mE L6] y= 
£f, 对 于 之 0, 设 De. — Ds 000 E). 

EX3 21 Pil E (Drs ZH, fhag VALL hogre £2 JE — 
个 规范 时 间 非 齐 次 Borel $38 Markov 过 程 ,如 果 它 满足 ， 

(V GO € E.P. i — T COR EL) ESCRIBE. BB 
BA SACS GrP, CAO Æ Ou] x NE E Borel 可 
浏 , 且 还 有 P..CESO— 23 — 1. 

Gi) GR. Markov OWE Go) € Ê, JE b (s 0X Dg Rr 
zs H (Zut Feet. DU 

PoP sh | (wm) 
= Po bys CSCE CE) ro- 22 (3. 2. 2) 


E ir<loo} 上 Pas. 成立. 

相应 的 {时 间 ) 非 齐 次 半 群 15,,} 定 义 为 

Sd =P, AE) ,ORs TEE $E PESCE). (3. 2. 8) 

现在 研究 较 多 的 底 过 程 是 欧 氏 空间 六 上 对 称 e- 稳 定 过 程 
(<a<s2) .一 致 糊 圆 扩散 过 程 .Drnstein-Uhlenbeck 过 程 . 分 形 上 
的 Brown 运动 (参见 文献 [82]) 以 及 一 些 特 殊 流 形 上 扩散 过 程 ( 参 
TARDA. 对 于 初学 者 不 妨 仅 考虑 于 上 的 Brown 3s alt. 

分 枝 率 一 决定 单个 粒子 的 分 枝 时 间 , 一 般 情况 下 ,不同 粒 子 有 
f B E Be ,如 在 分 形 介质 中 ,粒子 的 分 枝 时 间 是 按照 各 自 的 
“ph s "33g ED. "钟表 ”提供 了 一 个 时 间 演 变 的 尺度 ,而 这 个 尺度 
不 一 定 是 均匀 的 . 一 个 自然 而 又 广泛 的 刻画 是 ( 底 过 程 ) 运 动 轨 道 
Af n] Ais B. 

ik dod npe E OE RIES TN E BR LB x; Dio Mir (LO, 
00) A eG [eG Re LA WHY LOS Se 
sup PL (um un oo. V 0 > 0. (3. 2. 4) 


«可 产生 时 间 区 间 上 的 一 个 随机 测度 . 特别 地 , 当 eI —dr YS S 
应 的 测度 就 是 Lebesgue 测度 . 尽管 下 面 考虑 的 问题 是 在 较 广泛 的 
条 件 下 进行 的 ,但 为 理解 上 简单 起 见 ,建议 读者 可 先 只 考虑 这 个 特 


"ELE 


殊 情 况 . 
分 枝 机 制 卫 一 一 描述 粒子 产生 后 贱 的 个 数 , 设 4220， 
更 (fs = eG. 十 & 3)À 


十 L (e^ — 1 ba del(t,c.da). (3.2.5) 
n 
HoBax€E.I0.cC pl BROKE) bE A BBLS 
CRY) v BCR, CS) XCCE 2B) M CCO 290 89 zT UE EE 8T s TR 
R 
res 
sup | uA ubit, tdu) x oe. (3.2. 6) 


这 里 多 体 现 了 粒子 繁 往 后 代 的 个 数 , 从 实际 情况 看 它 应 为 非 
负 的 .为 了 以 后 讨论 方 使 起 多 ;我们 不 妨 假 定 5 寺 0. 这 时 (3.2.5) 
即 可 简化 为 


更 他 sh) = ica 十 Fe A A 0, 
a 


(3.2.7) 

(2. ce E , Ti Wi] it J 38 (oL 9 p TF — 4r ECCE Lan np UU dt 

Cameron-Martin-Girsanov BMA Qik p ix RH :次 项 的 情况 
CE WEA. 5. 4). 
容易 证 明 ， 


FG oc,0)— 0, Cr zr, AO, 


V" r A) 一 cz) 十 Fa — e^" yuv(t ,z du) 2 0, 

m (3. 2. 8) 
^or ez)+ | e Ħu v(t,x dum, 

a 


(— 17? G2, 0) OA 2, 


QU EI Karoui and Roelly-CoppolertaC 1992) if ik T E — AR AY 52 EE FF aL : 
Fir, A) = alae) 十 百代) 让 二 eurn H f. (e | Att axadal. 


其 中 aoc, My 5 C3. 2. 50 E Bt dH nl. mi H alr? LER DES E IUE 
Watanabe! 529130 25 Jg je 72618 i BJ. Pip EB Se PE UE GE TORO UE HO EE PO — RO GR 
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jx How" seg XT A £- Ep SR. 
特别 地 ,一 个 重要 的 分 枝 特 征 是 二 分 枝 机 制 {binary branching 
“mechanism)， 即 单 个 粒子 在 死亡 的 时 候 ,产生 0 个 新 粒子 或 ?个 新 粒 


子 的 概率 是 元 . 相应 的 分 校 机 制 为 
Wx) = LA. (3. 2.9) 


ENEMIES EE DUE  ECE SUE ER S d E 
iE BUE IIT E DAR e 和 分 枝 和 机 制 区, 考察 非 线 性 积分 方程 
V2) = Pral BE) 一 [ranwo s vne» ], (3. 2.10) 
其 中 ¢C bp FR’). 我 们 将 要 证 明 由 上 式 确 定 的 {V,,,} 是 一 个 非 线 
性 半 群 ,这 样 就 给 出 了 对 数 Laplace 19 BR. Wik. Bie LRA 
和 解 的 存在 唯一 性 及 由 此 诱导 的 算 子 是 半 群 . 解 的 瞧 一 性 将 用 分 析 
方法 得 到 ,存在 性 则 基于 分 枝 料 子 系统 的 概率 逼近 . 从 而 通过 概率 
方法 说 明 exp(— [Vas $Crypldz)) 是 一 个 随机 测度 的 Laplace & 
BR. 最 后 ,:V,,,} 的 半 群 性 质 将 由 (3.2.10) 解 的 唯一 性 得 到 . 
为 了 区 别 底 过 程 的 概率 P ,我 们 以 上 标 来 记 超 过 程 的 概率 ， 
R P'", 而 和 且 不 加 区 别 地 用 此 记号 表示 超过 程 的 概率 与 数学 期 望 . 


32.3 几 个 技术 性 引 理 


引 理 3. 2. 2(Dynkin 一 般 化 的 Gronwall 不 等 式 ) (B sg ^:[0. 
ec) X De R E (8 PF BM ERE EL sup... | A Go | ELM «oo. 
如 果 
hra) ic 十 caps | he (do) rE Li, (G2.1D 
其 中 cycz 为 非 仙 常数 , 则 
h(r,x) «cu P, enar C [sr]. (3. 2.12) 
WEBH 由 (3.2.11) 及 归纳 法 , 易 证 对 于 任意 nl, 


D 在 以 后 的 讨论 中 ,经 党 用 分 材 特 征 来 代替 分 校 率 和 分 枝 和 机制 . 在 没有 特别 说 明 
的 情况 下 ; 则 约定 (dp 一 dr. 


*S]s 


Alr} 


" r 
<0 SAP. | wef Cr «sj xL sees, xL te (ds, reds, 
rer] E 


十 ap, fehi (rx enlm. 


* Cds, )e (ds, DA uus IS 
= 0 IP, kr t/t + Rais 
BP Ra SMe PR t/t ll. 由 条 件 (3.2.4) 易 知 ， 
| Ra E0092 , A mr S| EB dS EE. 日 


引 理 3. 2.3 假设 co 分别 满足 (3. 2.5),(3.2. 6) 中 给 定 的 条 


件 , 则 任 给 A0.3 K(OD0f818 
| VG ur, AD — Witz.) | <= KO 1A — Al V À iS E (OA. 


(3. 2.13) 
WEA MR MEME A 
[ECEE A) — F,r. A)|] 
< 2A, sup Fetz) | ja, — Al (3. 2. 14) 


4 r [Ce at p Au) — Cen" + AD Ist ux die. 
IH 
上 式 中 右边 第 一 项 已 是 所 要 形式 ,因此 只 需 去 知 计 第 一 项 . 注意 到 
(e ^* + Apu) — Ce ^ + Ag) 一 [ua — e “dA, 


于 是 可 证 (3. 2. 10 Pf x 88 TMA 
ff uve zdu) 十 Fwa prcla) ILE 


< sup| G A we vt, zdu) | JA, — A]. (3. 2.18) 
tra 
O 


引 理 3. 2. 4 在 上 述 假 设 下 ,方程 (3. 2. 10) 至 多 有 一 个 解 ， 
HEAR 考虑 两 个 解 Vid Vapa). EBA 
sup |Vi,$(x3| < sup|$Cz)| : = Ad = 1,2. 


a See 


由 引 理 3. 2. 3 我 们 有 
[Vi dC) 一 Vid) | 
< P, [ [wa Wer VED — PLE VIED | 


« Kap. [ IVE — VL) ede) | 
再 由 引 理 3. 2. 2B ST ME HB [Vui — VEE) | 50,4 V. st 0 
引 理 3.2.5 # #:[0, 2) XEX[O0,1]—[0, 1 ]J& QT M gi 3. 


方程 
wur) = P. [eens + | eeds G(s Faw, (&» | 


(3. 2.16) 


与 
wos (2) — Pope ttm + | lds) E, rton (ED) 
— [eatsyw.. | (3.2.17) 


等 价 . 
证 明 BEG. 2.17) 成 立 , 现 来 计算 


P, [e teca ea 60] 


= P, |- | el] Eiu, w ED edu) 


T 


+ [AIEG E ru, ED ) (分 步 积分 ) 


LN — fee) cw (8) — e PE 
4 feedu.) | 


+ w(x) — a 十 cee 
(<3. 2.17) 及 Markov 性 ) 


= wy) — Pole tine 8 y, 


其 中 最 后 一 个 等 式 是 经 简化 后 分 步 积分 得 到 . 


* 


3.2.4 BH RNAS —— 5 5 NT RAIA 


本 节 我 们 来 证 明 方 程 (3.2. 10) 解 的 存在 性 ， 
定理 3. 2.6 给 定 分 核 粒子 系统 的 克 过 程 、 分 枝 率 与 分 枝 机 制 
三 元 组 (Ce,x, 更 ), 则 存在 定义 在 [0,se)Xadr(E) 上 转移 概率 入 
(PG pit U ost, E MCE) UE AME}, FR; Laplace 17 88 
为 
pete — exp| 一 [e Goa) | s (3.2.18) 


$C bp BE) ts, pE M GOD. nf V, 满足 方程 (3. 2.10). 
首先 .我们 利用 概率 构造 方法 来 证 方程 解 的 存在 性 , 为 此 , 先 
证 一 个 引 理 ， 
引 理 3. 2,7 考虑 分 核 和 粒子 系统 1Z,}, 它 所 对 应 底 过 程 ,分 梳 
率 xtdr) 分 别 满 是 上 节 的 假设 ,并 设 分 枝 机 制 ( 母 函数 ) 为 


Bez) = P PU KA, 


mm OF 


其 中 pG@.z DREN LRM Bs Pen PERM HE 
sup )npG,x,n) € K < co. (3. 2.19) 


Jl 
《a) 分 枝 粒 子 系 统 存在 ( 即 不 爆发 ).r> 时 刻 在 x 点 有 -个 粒子 
Bf.Z. 的 Laplace & p& Jj 
tux): = PLae et, 
满足 


wx) =P, Le "e nn? 


十 [er DCs E, mss E) ) | (3. 2. 205 


(b) PEG Zo 1D s P, (fF mmm, 
其 中 P? 表示 粒子 系统 的 概率 律 . 

证 明 ” (a) 过程 的 非 爆 发 性 由 Harris (1963) 得 到 ,参看 文献 
[87].Ch. 5, Th. 9. 1. 由 定理 2. 3. 18] 4025 98 (3. 2. 20) 成 立 ， 

(WEG. 2. 172 th I $50, AAU BE XE ORS. S 0—0 
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并 由 引 理 3. 2. 2 可 得 所 要 结果 . D 

定理 3. 2.6 的 证 肯 我们 分 四 步 来 证 之 . 

第 一 步 :建立 分 核 粒子 系统 簿 近 .给 定 满足 (3. 2. 7) 的 更 , 令 

Giru): =a ltet) [alte r) 
HeFe Gd — v/se)], 3.2.21) 
H Podat r): HW (TE DESC /E-- 6c; 容易 验证 ;对 于 0<s 
LlLl Feo) REGN E A 189 AE fa H e BR DLP RHE A 
数 , 事实 上 ,应 用 (3.2.,7) 与 (3,2,8), 易 证 F Gr 0 — Earl, 
Ealt ser) 20, F Ur = DF Ctm t) | np 0, DF U, n v) 
| 上 二 1 以 及 DSS 4222. 其 中 中 表示 相对 于 的 微分 ， 

BERE 党 “给 出 了 一 个 分 核 机 制 , 若 同 时 把 烷 子 的 质量 由 1 个 
单位 摘 成 < 个 单位 ,再 适当 地 对 分 枝 率 作 变 换 , 在 分 枝 粒 子 系统 Z, 
的 基 袖 上 ,可 以 得 到 新 的 粒子 系统 . 不 妨 称 之 为 eR RE. 
记 为 1Z?} .然后 以 此 来 表 近 以 时 刻 r 为 初始 时 ,以 e DE MR UE BJ 
(Ge VO- RB RR. RA ROP. 

首先 考虑 强度 为 we 的 Poisson 随机 测度 Zi, 以 及 以 此 为 初始 
测度 , 母 函 数 为 CU Vp ct (ds) =als ce fed oh SRT 
系统 1Z5) .结合 引 理 3. 2. 7 Poisson JA BÉ BLAU HE 255 (1.4.20. £ 
们 得 到 随机 测度 eZ; 的 Laplace 泛 函 如 下 : 


P, swe EP = exp (nyt ey) . (3.2. 22) 


其 中 SC pe/e) RRR BE 2A a/e 的 Poisson Bí EL il BE «oz. 30 2] ££ 
3.2.7, 但 此 时 需要 把 S BRA 多 “, 即 


we Cr) PL, [eterno 
+ [eat diy Gee ut E) |. 
那么 由 引 理 3. 2. 5. 
wi 2) m Pise he [Ads Gs, ut (EI) 


_ [wr ceisdeet cto ]. (3.2.23) 
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—u. Cr) 


取 Vz 二 一 一 一 一 代入 上 式 得 


Vti) = "U D—e L| —[ettvwess 8v]. 


(3. 2. 24) 
TE i VON 
1 ge9 
0x VG) « P, 1—5 | <P, HED. (. 2.25) 


第 二 步 :对 数 Laplace 泛 函 的 收敛 . 

引 理 3.2.8 Vi,GO V, GO X T x EE H Vua) 
是 方程 (3. 2. 10) 的 唯一 解 . 

证 明 <3. 2. 250 0, 24 SHER AAC) FAD. Mos 
VECO <a. TÆR Y 的 Lipschitz 性 我 们 得 到 


1 EN e ep 1 一 e 5M | 
E, Es | 


|V&, — Ve, ix) <|e. | 


+ KO,)P.., [nido IVa, — Vi (609, 


Hea KA) 2 WV AY Lipschitz 9E X (I, 5| 88 3. 2. 30. JA ii 3] 3 
3.2.2 


E — eit) 1 一 c9] 


Te E, 
IV, — val « |? < 


x supP, eK Aree, (3. 2. 26) 


上 由 此 可 见 极限 V. fede. 再 由 (3. 2. 250 e fr il a Sas BD XIV. 


又 满足 方程 (3. 2.10). 
SV. ARP ORR. WF Cop 4 (2), HF 


Vd = Priel $0) + ECLER ZEE, 
(3. 2. 27) 


我 们 有 
V, [Vas] C22 


= P| O0 + echo E Vus, Ed) | 


= P| Pg) + Pra, | etre EV) | 
十 P, | { w(duy Parka, Vi Vb)? | 
= P, | ED 十 Diete ub. CV. V) 


十 | ,6 ) | Hy $ A) Markov 性 )， 
从 而 


Ud Vg, ur; (3.2.2 
T, P: 一 a P A 
| VOLES wer. 3. 2. 28) 


与 V, ,满足 同一 个 对 数 Laplace 方程 ,因此 由 方程 解 的 唯一 性 即 得 
Vi HV, Veg rt. 
第 四 步 ; 完 成 定理 之 证 明 . BR PPE ROG — Bea 


BE - 
Praga EZ Ga) = Sede) € ME) (3. 2. 29) 


因此 , 申 引 理 1. 3. 10, 该 概率 测度 列 是 胎 紧 的 ,从 而 随机 测度 Lez: 
c0 48 Ji B6 BA. 联合 引 理 3.2. 8 及 定理 1. 3. 5 我 们 知道 Xi: —62: 
器 收 襄 于 一 个 随机 测度 X, H Laplace 7 8829 (3. 2. 180. 注意 到 当 


se 一 0 时 ,eZ; BERF pe TE. pe | V. dO e CMS CEY- 
pf iW om ee. 这 就 证 明了 (3.2. 152 dà Laplace BBA. MMe AE 
it. [] 
3.2.9 CH eco, 8 Xi; =Z ik A RE H a T E 
F(X.) ,其 中 限 维 分 布 由 如 下 联 台 Laplace % AE ET st 
ema d ttt pa E DECE), 
P''expC— [OG d) H nm + OC ADD 
一 exp(— Ges V, ort, Ob yt BD) 1 (3. 2. 30) 
其 中 六 可 以 递 推定 六 为 
VG) = Vi (bh). 


m 了 ,由 方程 (3. 2. 10) 的 解 给 出 ， 
证 明 对 进行 归纳 .nx=1 时 我 们 已 证 . 现 证 nn 法 2 的 情况 . 首 
先 , 由 Zi 的 无 穷 可 分 性 及 其 Markov 性 ,对 raz, 
Psexpi— (Zip?) 
= expí(tZtlogP,..exp(— (eZ7,¢)})} 
= exp! (Zi logi CÓ»! 
= exp(4Zr.log(1 一 eVi)? ). (3. 2.31) 
于 是 
Py excuse @® Pp (— [KX + n E KE BD 
= Py pig e®DC— [X $0 +o 
+ Xi tana H Va Pe? 
+ (XE eog — eV; 1 DD — Ver D 
由 引 理 3, 2. 8 知 , 当 s 一 0 时 ， 


le "log — evt, 49 — Y, tl 0: G. 2.32) 
由 归纳 假设 ， 
lmP, 24 expC— [ CX. $) 十 … 十 S rf. 1) 
=exp(— GeV, iu Gist sti) 0 
从 而 即 得 所 需 结 论 . 


注 3.2.10 吝 此 ,我 们 构造 了 (ex* 严 )- 超 过 程 的 有 限 维 分 
di. 由 Kolmogorov 构造 理论 ,可 以 在 右 连 左 极 罗 道 空 间 上 实现 相 
应 的 过 程 . 称 相应 的 Me (E-E BY fa) dE 7 2K AY Markov 过 程 称 为 
(££, x, V)- XS SERE. 特别 当 cd) = 二 ds 及 底 过 程 为 右 过 程 的 条 件 下 ， 
Fitzsimmons"*! (1988) 3 T M (E)- f£ E RR. 这 里 时 间 非 齐 次 
的 讨论 是 属于 Dawson? , Dawson-Perkins?? , Dynkin ^19 4 A AY 
工作 .更 一 般 的 讨论 请 参见 E. B. Dynkin, S. E. Kuznetsov, 
A. V. Skorokhod 的 系列 工作 ,如 [544 等 . 

当然 ,超过 程 的 内 酒 的 还 可 以 进一步 扩大 . 我 们 将 在 3 3:61] 
论 增 广 超过 程 Cenhanced superprocesses)， 
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注 3.2. 11 CL 222s, P na E EDR Markov xf f£. Ht E 
上 的 参考 测度 存在 转移 密度 Giry ROBBER CCOE M 
局 部 时 存在 ,并 记 为 LRGD pU L0 90,5: WB 
(3. 2. 100 B] boh 

V glz) = f Dti dy) 


— pf periz E cV ab dr. (3. 2. 33) 


HRA LAR EH VAR ERR KBR AREER 
(superprocess with catalyst). 详 见 文献 [24,21,22]]. 


§ 3.3 (a, d, £D- BoE 


为 了 理解 超过 程 ,需要 对 其 性 质 进 行 系统 研究 . 在 一 般 条 件 下 
研究 超过 程 是 困难 的 . 先 从 较 简 单 的 情况 开始 . 本 节 讨 论 一 类 经 典 
的 (ad ,8)- 直 过程， 

E331 RESY EBS RK Bede RaW 
7) EF ALS — (CA? 0a 2), aE (dio —ds 及 分 枝 
机 制 P GL) — YA 1,0 P«z1.Y 为 非 负 常数 . aT CR e V0 d d 
程 称 为 (a,d, 户 -超过 程 ,并 简 记 为 Sta,d;B). 它 是 时 间 齐 次 的 测 
度 值 分 枝 过 程 . 

注 3.3.2 Stead:B) 蚌 上 节 所 定义 超过 程 的 特例 . 事实 上 ,在 
式 (3.2.7} 中 职 


eem 1 du,c()m0, 当 SB 


DOA) t (3. 3. 1) 
v=0,c(+)=%, 当 g—1Hj 
Bpur. o 
AY HBPMU DB EUM AAN, E RH 
殊 情 况 . BR ec DRT KR RE KH 
Fo 2 vc HOTA ort, (3.3.2) 
分 枝 率 为 


=。 59 ， 


Cds) = Y + Boe fds. (3.3. 32 

注意 ,多 与 BH. 特别 pci ml lo CADRAR 

JH LR SE o X. 现在 我 们 来 看 在 逼近 过 程 中 粒子 系统 那些 量 在 发 
生变 化 ， 

从 三 个 方面 ( 即 初 始 状态 .分 枝 率 和 分 枝 机 制 ) 来 考察 粒子 系 
统 的 演化 . 首先 来 看 初始 状态 . 如 果 超 过 程 的 初始 测度 为 e M 
应 的 分 梳 粒 于 系统 粒 于 的 初始 分 布 是 由 强度 为 u/c 的 Poisson 
点 过 程 所 决定 ,而 此 时 粒子 的 质量 被 假定 为 上 这 样 就 保持 系统 的 
初始 质量 不 因 系 统 的 变化 而 变化 . 因此 随 着 :的 减 小 ,系统 中 开始 
时 的 粒子 数目 必须 相应 地 增多 ,超过 程 就 是 高 密度 粒子 系统 的 极 
BR. 其 次 ,由 式 C3.3.2) 知 ,粒子 产生 后 代 的 机 制 没有 变化 , 最 后 ,由 
式 (3.3. 3080 , E. e 的 减少 ,粒子 的 分 枝 时 间 缩 组, 发 生 分 枝 的 频率 
AA. 

CORE 3.3 HT-A HERET BREW DRT ARS 
列 可 以 是 不 同 的 .但 可 以 导出 局 一 个 对 数 Laplace 方程 ,因此 在 分 
布 相 同 的 意义 下 ,超过 程 是 唯一 的 . 前 面 ,通过 分 枝 特 征 直 接 构造 
— fh ik Xr FEX. 我 们 看 到 ,在 粒子 系统 逼近 过 程 中 ,要 求 初 始 平均 
质量 保持 不 变 ,但 粒子 数目 越 来 越 多 ,发 生 分 枝 的 频率 越 来 越 高 ， 
而 分 枝 机 制 可 能 不 会 改变 . 

另 一 方面 ,也 可 以 选择 不 同 的 逼近 方式 . Watanabe 7" 和 赵 学 
雷 > 中 采用 由 已 给 测度 直接 构造 带 近 粒子 系统 序列 初始 粒子 的 分 
布 ,而 不 是 由 Poisson 点 过 程 来 确定 . 其 一 个 好 处 是 使 得 超过 程 的 
计算 机 模拟 比较 简单 . 

现在 来 考察 SCa,d P BG E ERR ER SERE BOSE XS Ga d 
的 对 数 Laplace $ pj V.g 是 方程 


Vj) = SHG) 一 rË Sil du (3.3.40 
的 唯一 解 . 其 中 S 表示 对 称 «稳定 过 程 的 算 子 半 群 . 该 解 若 写成 
微分 形式 , 即 是 


+ BO « 


[aem = Ateli) Fut rT € S5, 
at (3. 3. 5) 
u(0,z) = (xz) E 6p38CR"), 

然而 ,对 于 一 般 的 初 值 8E Op BSCR) nt KV APE MR, 
因此 {3. 3. DEREX FIER RITEC. 3. 5) 的 解 为 mild 解 
(mild solution? 如 果 它 满足 积分 方程 (3.3.4). 特 中 地 , 称 过 程 
SC,d, DAM Brown 运动 . 

S(a,d 8) 是 超过 程 研 究 中 最 重要 的 课题 之 一 . 它 的 有 关 理 论 
已 经 相当 完善 , 且 有 很 多 好 的 性 质 , 我 们 将 在 以 后 进行 介绍 . 在 此 
先 看 它 的 时 空 尺度 不 变性 ， 

我 们 知道 对 称 a- 稳 定 过 程 是 时 空 齐 次 的 ,车 书 加 表示 它 的 转 
移 密 麻 , 由 $1.9 的 讨论 易 知 

引 理 3. 3. 4 DX F0«acc2.0-0, pt ROG ES uel 


密度 . 
DH FO«azZ.70,-€ RB, 
prO) = tI Wr). (3.3.6) 
DH FOLL, rE REID. 
PKg aes ORM a 85 4C. (3. 3. 7) 


特别 地 , 当 a— 28$ pC) = (2m) Verpl — 27/2) , 3€ E. 
定理 3.3.5 WET DO, 
ED CA (. 3. 8) 
证 明 dt (3. 3. T, (Sir) C/T) = G$C IT) O), F 
是 ， 
T "(Vue Cy/T) 
= TOS T) 
— »| TOUS, s VB) PCy eds 
= TASET) 
1+3 TT 


— Yl Str cmm Ver piy D |? ads 
Jo T 


. j- 


= TIO Erp OT) 
— 9] STT p ITY Mas. 
9 


此 外 ,Yi ROTD (yy) 也 满足 上 述 方程 ,由 解 的 唯一 性 得 到 
(3. 3. 85. O 


$3.4 缓 增 测度 空间 上 的 测度 值 过 程 


本 节 的 主要 目的 是 把 SCa,d,8) 过 程 推广 到 pO = il 
M,GU) E SEZ RAPA XE ZEE TR Markov 过 程 . 

设 pod. 4 acta RE p«(d--a). 为 了 方便 读者 ,这 里 简 
单 重复 一 些 记 号 . 


fcr): ce Rt, 


1 
a+ fal? 
MRD. = [p e Mars cosa) « o9]. 
BRS R U ioh, (oo) RE XE sr A. f d, RE d SLT 上 并 记 为 如， 
$,Cloo)) —1. 定义 
M, ÈO: = (n € Mio. freu «oi. GAD 


CB): = (S € COR U (99 Di Tim fG/$, GO 存在 }. 
(3. 4. 2) 
定 义 其 上 范 数 为 上 Fl: sup. L/C2 1/$, G2 A € C, UR). 注意 ， 
CGDS K (Rt M, (RO EE MHP ES. 
M, (ROT SAF (6€ M, CRD, i C09) = 01, FREE 
CD E B d dh. 同样 若 令 (oo } 为 随机 过 程 的 吸收 点 , 半 群 $ 也 
可 延 拓 到 Ce 证 ) 上 ,此 时 Sz Coo) = f (oo) WA | Aus, C S 


const$, Cr). 


Q ATHE fa wa 二 ce 


+ 62 * 


为 了 构造 所 要 的 过 程 ,我 们 重新 回 到 分 枝 粒 子 系 统 . 先 找 出 
pe EMR) A EM, CR) ,并 考虑 相应 的 以 SP Co / 6 25 A 6 0 
度 揭 逼近 分 枝 粒 子 系统 , 为 了 证 明 相 应 的 概率 律 序列 收 敏 , 仅 需 证 
明 它们 在 M,C DCL0,00) M, CR*)) P d xd E BS. 
db X Gid = eZ Gdu) ,这 里 Z' Gd Em e- 分 枝 粒 子 系 
5t. Z' COME 8 BE 上 的 Poisson 点 过 程 , 底 过 程 是 对 称 a- 稳 定 过 
Ji 4 BOE e (Gud) —YCOLTE Pe “ds, FAA PH 
FUA SAt Or oot. (3. 4. 3) 
先 看 如 下 不 等 式 : 
引 理 3. 4. 1 XI TO«8«—B,T7-0, 
E supl OC ,S,) SKA + IK) x K',V € € (0,1), 
(3. 4. 42 
其 中 ICOXD:—supicECXXC0 4,822,217? 4- (X* COO 878,20 ,天 :是 不 
iR e 的 常数 , HAI <1. 
E sup C GO, pp) +} X; const (£(X5))! * a 09, (3. 4. 5) 
证 明 ”对 于 任何 随机 变量 SE. AU T ETE EE. 
aget KI + a +O) Pe Dans 


2 


(2)PCE > r) < const 了 TL) — |] — «L' CO) jdu, 
Kb LG) = Ee ™, |L (Q0) | oo ,£2:0. 
至 于 (1), 利 用 z+ 一 1] 二 (1 十 8) [tac mir 
['avtapct < a) 
=1- [a+ raraPct « o 
<1+ la 十 Df varaPs < z) 


Gr «1 BSEC Ed 3955 
一 1 十 [a 十 BrP > xy EB. (3. 4. 6) 
1 


"63-7 


afr 
中 [LGO —1 — uL (0) ]du 


一 2 [e — l] + ur HP <x) Je 


=|" 六 | ] — ect 2z/r- y Gn arc < 2) 


《变换 积分 次 序 ) 
E P zj et" — rfr 4 Lp arc <2) 


= const P(E =r). (3.4. 72 


班 在 来 证 明 引 理 , 由 (1) 和 (2)， 
E(UX*( ,$,)1 1| X COD) 


ux afr 
= i+ const | aci duE[exptC— (X(t) ud, 
1 ü 


— 1+ (X(t) b) LX C2 ). (3.4.8) 
ERB AROS 7— Ddeaxeonsto r!'/.x220.0«7 81. RE 


此 分 枝 机 制 下 ， 
ELKO, AIXE GO) = OO) Sef), 
Wil 0.F EOD), (3.4.92 


(3. 4.8) 中 被 积 函 数 
E'exp( — (X) sup) — 1 + (Xup, | X'€0)] 
= exp(— (X*(0) Vices) >) — 1 4+ GX'GCQD Si Qu) 


x const CX*(0) Srp) ^i *? 
— e (02 ST y) +e -afco VÝ tah D 

XC const (X*(0) , Sid, 1 FA: +? 
— (X C0) , ESHE) — Viilup) | 2. 


而 
Vitug) = s= 
Jj 


|l Se [VE cup] "ds, — (3.4.10) 


[5:433 — V? (ud) | 


* fd * 


x [S204 — Se! — e 5» 
+ [VG — S271 —e7)| 
<= consten! ^ ASG 
十 r| sh Ese a 一 e 955) Hds 
<< const (Sipe * 7, (3.4.11) 
因此 
E(expi-CX'CO Vi Gpp) — 1 €CXC'COD 515,22 
< const wl E(UX* O), Sipp Th 
+ <X*(0) S1¢,>). (3. 4. 12) 
由 于 S?4,«const$, ,我 们 得 到 
ECX G), pTO 


< 1+ const| dz 下 rta ra 
1 n 
ES pitt 
1+ const | araarl (Xo) 
<i consti(44)+ (3. 4.13) 
M o«78«7 B. di C3. 3. 2) 知 ,我 们 考虑 的 分 枝 粒 子 系统 是 临界 的 , 罕 
5 ur AA 
MO): = 6X‘) 8) — [CX Adds G41) 
是 P$, so TR. 于 是 , 
E sup( (X' (02,8, **] 
[a 


T 128 
< const | Esup| M.) +? + z|j Oe LAG, Dd | | 
iT a ! 
< const (E|M<T) | ** + supdE{ (Xe) $4177) 
(Hi Doob MERS A Jensen 不 等 式 和 At] x; Ch) 
xz const supE( (X G) 9,2117) CHER EHM] 本 重复 上 述 计 算 ) 
1 
x] + const (X5) < co, wR 0 «- 8 « B. (3. 4. 15) 


HF X' Go =F GQu/o0 ETE M, CR) P. sm ns E II C3. 4. 152 Zi lg 
| 655 


H— SABRI e BO E XXE. 这 证 明了 (3. 4.4) ,而 (3.4,5) 只 需 
把 (3.4. 4) TR B) d, Ream S, / CX Be. [] 


定理 3.4.2 (3) 在 PL, FMR suc M,CE') , 则 粒子 
RAPA.) RMF PHBA M LOEO IB SERI LE 

Laplace i$ pa 4 
Ple FOP) = exp| — funda] ' (3. 4. 16) 


EM, CE AEC GE) ,其 中 必 满 足 如 下 非 线 性 发 展 方程 : 
oe = Av (az) — Yo Ae), 


(3. 4. 17) 
wx) = $c C, CB’). 


(Gon eC foo} —0, M] sup, X Cr, 16912 —0,. Pua. s. 

(cO BER. HEM, UR), WE X Bas. GEAR AMF CH GR) 
在 M,CR mre 4 mE. 

证 明  GOX 的 有 了 腿 维 分 布 的 Laplace 12 IS Ut S tE NH & 
证 有 明 , 而 相应 有 限 维 分 布 的 收 襄 性 可 由 一 阶 盾 测度 的 胎 紧 性 得 到 ， 
因此 我 们 只 需 证 明 过 程 X 在 DC0,o0),M, (Re)) 中 的 胎 紧 性 . 

令 g—0Io). 根据 定 据 1.8.1; 为 证 过 程 {X*} 的 胎 紧 性 ， 
Fir Fe GOK, CR), SEREE ZG): — (X GOD 9, 
nC Z, HE D(L0,00) 2) E Bh C. A Aldous A fF GE BR1. 7. 5043. 
4 WuEBE XI £— KA FON BEC ô. 及 任 一 有 界 售 时 列 cx GB 
对 于 过 程 Z KAATE), reoot ED PER MTA 

Zr + à) 一 Zn > 0. (3. 4.18) 
对 过 程 XS 应 用 强 Markov th, MF 7.5250, 
LO, ssr): = E(Cexp( — sZ (rT, + 8,0 — rZ. Gro D 
= E(exp((— X*G,) vg (SA) + ve GI}, 
其 中 和 5s Gp) te Oh E TEG. 2. 240 (LEBEL S$ RE p ES JI 
|L,COss—r7) — LG, sr) 
< leg (sh) — v G9 |,E {sup (XG) $2) 


< const jvt (s$,0,) — vie (sd) ll, (BT 8| BI 3. 4. D. 


* 55 * 


3[383. 2. 8 说 明 luk Gs) — vie CsA) Il, — O(n — œ). 所 以 
[L,CO 5,7) — LG, s, r) | — 0. 
从 而 出 引 理 3. 4. 1 BT PZ, (0 3-00 2,07.) 胎 紧 . 
考虑 一 个 子 询 rt BL Ze OS T 4:0 Zu Gur RAE p BE. 
HH LO r2 — LIO S210, RIT ERS RA 


(Za Zah HUB ZG, +8,) — ZG 90 Go) M TE SER 
了 胎 紧 性 的 证 明 . 
人 b) 仅 需 证 明 对 于 所 有 >T 0, ET ESO, 
lim supE sup "" " QA CO X Gaz) m « Â. 


K-— o" 


由 分 枝 粒 子 系统 的 性 质 我 们 有 
Paggo = Pau, e * Pain, iol * 表示 着 积 )， 
其 中 ga — el Cle |< Ks nem l lel eK). LX XP 分别 表 
示 对 应 于 初始 测度 SP, / P Ga DWET RB. ERROA 
«B. 


sup EisupCX^ 'GO $1 CIz] Z RO 


gel 


=Æ sup Eisup( X? (#),¢,9'77} 


ee] 


<< const sup { Sup, E{ (X00), Sih! 7 


Oe] Dee 
+ 《C0) Sip, > pO, 
最 后 的 不 等 式 由 (3. 4. 4) 得 到 . 
由 于 pp 及 uoo) =O. BF ODOM xk I 88 X as 天 ,使 
得 上 式 最 后 一 项 小 于 6/2. In] EXIT Op «p, 
sup E supi (Xl) ,d,1CLr| 27 K+} 


gate] 


KC + Kerra sup E supi X^ *(22,4,2! **] 
& const(] + K) *^ »?»^( sup ECKO) Si py 1 *? 
PIET 


+ (X0) NCC 5 } \ +B +8) | 
因此 也 可 选取 下 足够 大 使 得 上 式 也 小 于 62. 这 就 证 明了 结论 


BT 


Cb). (c) 在 (b)? 的 讨论 中 已 经 证 明了 相对 于 C, GEO- Th fb Prohorov 
fe ee PP. 定理 证 举 . [] 

注 3.4.3 UA.) BTRAR EB BER] E DI ANAK 
ANF ERE. ORB WC — YA, 2 REIS (ds) — ds 对 
应 的 M: OD- dit. EEE Bet CA. OH DIE Dr. 实际 
上 ,当下 是 紧 距 离 空 间 时 ,定理 3.4.2 中 内 紧 性 的 证 明 还 可 以 简 
化 , 34 E Æ Polish 空间 时 ,在 验证 Jakubowski 准则 第 一 个 条 件 时 
需要 新 的 讨论 : 当 4 的 定义 域 包含 一 个 收 敏 决定 类 时 ,第 二 个 条 
件 可 同 定 理 3. 4. 2 之 证 明 , RAY, BARS. 

考虑 在 正 线性 组 合 下 封闭 的 pC, CR) PRE DICA. 22. BE 
它 构成 CQCR EEE SS 的 核 , 手 是 ,我 们 可 把 DACA. 20 PR 


WHEW COP EL 
foe. = lim fG/5,6O (3. 4.19) 


B St fCGoo] — f (oc DY ER0,V FEC, CR. 
RT 0) E Sled AE CGM, CGR)) 上 的 半 群 , 它 可 由 下 


列 方式 定义 . 以 Z(G MCR) EXE i 
FD = exp — [Gut $d- 86659, lhg € DICA pd > 0 
(3. 4. 20) 

的 函数 类 , 易 证 Z(G) E CM, ÈO PH. oF me FC 
BAG), 

T,F(G0;- ECF(X) |X) = 2 

= exp( — [Cel gis V; (GG + 0$)? + GpClos12]]. 

d uS dd FGO-—fGGooDOR I T,FGO—FGO,V £250, AE 
{oo} A BUB AER AE. 

命题 3. 4. 4 

(22 3E E T 280 E CL CM CR) E. B Feller 的 . 

(b) fg (X, 2250) TR Markov B3. 

证 明 (a) 由 定理 3. 62 REAL UTE OM, ORD) E IB IE B 


+ 8- 


ÆR AF BE T. LCS OM (29) 9C CM CR). 为 此 只 需 证 明 对 
FEL AG) un, € M,CR)99 nC o0) € M,GOR) 有 
lim TF Ga) = T, Fo 
即 可 . 出 Feymann-Kac 公式 及 初等 计算 ， 
Jim Vg, C7) /$x) 一 Jim 579,62 /$, Gr) =], 
FF TE BEB oy bh EE OV, CCRC, C2) Vd const, BT Al 
lim T,F Ga) = 0,24 $ = $, X n, — (co). 

由 此 即 得 所 要 结论 ， 

Cb) spf 8938 Markov 性 由 Feller 性 即 得 . 详细 证 明 参 见 文献 
[161]. p. 217. 


$3.5 超过 程 的 矩 


算是 研究 随机 过 程 的 前 提 , BLUE, BERE BS VETE b i HL BIER AB 
式 . 然而 这 有 时 是 不 现实 的 . 对 于 超过 程 ,我 们 首先 面临 的 问题 是 ， 
什么 时 候 征 存在? 扼 与 底 过 程 、 分 村 特征 有 和 何 关 系 ? 

Dynkin(1989) 91, E rig (1990) S & xp — Ay AS d On LORI 
用 Taylor RRM RE TOR BM. Bu T EET AR Ex. 随后 ,Dynkin 
(1991) 513 E — Rit AY oP p AE OE SE T OR DDR IU A Er ÓB. 本 节 
RAD CMO BM Be. 

为 简单 起 见 , 考 虑 超过 程 是 时 间 齐 次 的 中 . 为 此 ,假设 底 过 程 
Fz a FF AD. OK BRI WS, ,分 枝 率 为 x(ds) 一 ds, 分 枝 机 制 为 


Pir A= bilr Atern A [ (e "— 1-0 v Cr du. (3.5.13 
[d 


XE 0,6 WE EA RT RB yr du) H CO 000 E BERE , H 
且 对 于 任意 固定 的 AC4uU- MEE Efi BEBE RR. MAA 


sup | a A aird) < oc. (3.5. 2) 
at Ea 


(Dogs AE KR RT Sid ie. 
= 68 


BWR BA Ct 0, PIex. AM RR DIR CX, eo, 
P"),c u.c 前 面 已 证 ,超过 程 是 存在 唯一 的 ,其 Laplace 泛 函 为 
Pte Ff ~ ee Vn, f E poC(E), (3.5.3) 
mi Vf RA BF Pa 
Vila) = Sf) — [swe Vaf Cds. (3.5.4) 


定理 3. 5.1 EG. 5. ORT ABRE RS — TRUE E ERE 
式 给 出 


P*QG,f) = (SIS) E bE), (3. 5.5) 
其 中 Sf Cr) m Pe | OA F(E). d yb BE 
sup| wiz die) m oo, (3. 5. 6) 
则 超过 程 的 二 阶 答 存 在 , 且 对 于 Y¥ TELPA), 
POX, £F) = Cp SA)? (3. 5. 7) 


+ [eec — pf 45b, CE, Du Jot), 
其 中 
CO): = fs [z0 + [ocho |OSt_ fords. > 0. 
证 明 在 假设 (3.5.1)? 与 (3. 5,2) 之 下 ; 《3.5.3) 和 (3.5.4) 都 
是 有 意义 的 .首先 考虑 FC PbS CE) AIA. ADO, EC. 5.4) 中 
LA AF RE TEL 
V = SD — [ssec vac ds: (3. 5.8) 
EARHART HSB 
d of 
EVON = Sf — [sib 2.0) (3.5.9) 


E _ a | 
— eg OP Yue du) [FV CAP) ids. 
+f uae We sdu) |EV Qf | ds 


HUE f dE RAV 也 是 非 负 有 界 的 . 从 而 由 假设 (3.5.2) 知 ， 
六 za — e V. BOCs du) 
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a FERT INL BR 3C. 因此 ,同方 程 (3. 2. 10) 解 的 存在 唯一 性 的 证 有 明 ， 
Ji 383.5. 9) 也 有 唯一 解 . 这 就 说 明 上 面 的 求 导 是 有 意义 的 .注意 
到 VAP) |1-o 寺 0, 并 在 (3. 5. 9) PR 4 一 0, 则 有 


SVOD loo + [S/O BV. AP) ao ds SF (3.5.10) 
再 由 Feynman-Kac AX, Fy f8 (3. 5. 10) 的 唯一 解 为 
GVAN lino = S. (3. 5. 11) 
又 由 (3.5.3) 可 得 
PRX, f= d Pre heh m 


一 LE lico 
dÀ 一 


mg ues lel VAI my 


一 TRIEDA 
对 EBB(E), 由 上 式 易 得 (3.5.5). 往 证 (3.5.7), 我 们 注意 到 在 
条 件 (3.5. OS Fs AM (3.5. DRA ARES 


a + 
DVD. Sb + VAN 


E z 

+ f u(l— e Py. du) |Ssv... \ds 
o dA 

十 f s.d E 十 | Vie Vy du) | 
ü e 


d z 
an) Jes 
—Q. (3. 5. 12) 
dT LV, OD MUROS RIENT W IC B COE RS. 5. 12) 也 存在 


z 2 
He fe I VOD. RAT 0 4 wa); = E V. Of (2) loss. W 


Q "BB. 19 85]. 
7l- 


(3. 5. 122 HÍ fX 
ut [ Son... 十 | S [2c + Duc sdu) Gt ds = o 
Ü J a 


(3.5.13) 
由 于 Byc Ay 满足 (43, 5.6), A ATi A) ow, dEIE- WA 
iz | < CA << conse f] #2. (3. 5. 142 


然而 对 (3.5. 13) 不 能 直接 应 用 Feynman-Kac 公式 . 为 此 ,采用 如 
下 的 初等 方法 . 首先 ;由 (3.5,13) 进 行进 代 并 由 Markov 性 ,对 
nl 


wide) 2 — 660 + Paf | Ab CE + 
a 
+1 fds) [raso 
g 
[dub CV Ru [+ Rr), 8515 
ü 


其 中 
R, (x 一 《一 DP, | do bE, yf dsb E Pe haa 
it) 0 


ds, bE, tt, Bin) 
ü 
(3. 5. 1438 H 


— ( H na ot, 


| R,G 22 | S const deter 


FES n>, NG. 5.15) 化 为 
«GO =— C2) + Paf [anb Cs) n 


+ =| dso.) ash oe 
ü ü 
[4558 JE.) + | 
a 


=~ C62) + Paf 4s& oc. o|1 - fasid) 


“72+ 


十 … 一 (一 1v dsb, ^ | aa o 
[7 sb) m] 
=— C(x) 十 P. | dshc&, DCE) E — | BC& oda "m 


EG, da] 
f un «| (3. 5. 16) 


+ (- 13" 
n! 
——UG)J)- P. [ dsbc& CE de fn 
9 
TE. 
z di 一 V FS 
PRX, 一 dut ML limo 
= (n BVP lo) — Gef OD lino) 
Cp SLE + Gu. CC) 


— P| asc, oC. Je [hi om (3.5.17) 
Q 


i 


这 就 证 明了 (3, 5. 72. 
由 定理 3. 5.1, 我 们 有 
系 3.5.2 # 550,50,W] fep, 
PX, = SD (3. 5. 18) 


PA, af? 
= SS} + (p | d8,(2S-.f%)). (3. 5.19) 


iE3.5.3 若 没有 分 枝 现象 发 生 ( 即 V=0) , 则 相应 的 超过 程 
是 非 隧 机 的 测度 流 . 事实 上 , 若 初始 测度 为 上 ,相应 过 程 的 时 刻 oc 
Of [E ER EE ER (e S, / COD FE BoC(E) 唯 一 决定 ， 

it3.5.4 4e=—0H ARGS 5085 IB. T RE ER S E LER n 
间 的 一 个 莘 单 关系 . Dynkin 3E FP RP XX 3] Hi SE BY. D 
[41]. 
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H3.5.5 定理 3.5, 1 给 出 了 超过 程 一 .二 阶 矩 存在 的 充分 条 
JF. 反 过 来 ;这些 条 件 是 否 必 要 ?对 此 还 没有 看 到 一 个 肯定 的 答案 ， 
然而 .可 以 相信 超过 程 的 矩 与 测度 "有 密切 关系 . Dyin“ 4 R 
设 [UG ax? 一 致 有 界 的 条 件 下 ,给 出 了 超过 程 的 wm- 阶 抵 (mE 
和 N). 反 过 来 ,车 超过 程 的 mm- 阶 矩 存在 ,是 否 测度 ， 也 满足 上 述 条 
件 ? 对 于 初学 者 来 说 ,这 是 能 够 研究 的 问题 ,但 这 并 不 意味 着 问题 
简单 . 通过 这 些 回 题 的 讨论 ,对 超过 程 的 理解 将 有 很 大 的 帮助 ， 

命题 3. 5.6 RRRA c(dz) 一 必 , 分 枝 机 制 为 更 (z, 必 一 
Y45,Y220, 0 68<1, 则 相应 的 超过 程 的 一 阶 矩 存在 ,并 由 
(3. 5. 18) 给 出 ,但 二 阶 矩 及 二 阶 以 上 和 矩 都 是 无 限 的 . 

证 明 由 注 3.3.2 易 知 相应 的 分 枝 机 制 满足 (3. 5.2), 则 超过 
程 的 一 阶 矩 存在 且 由 (3. 5. 18) 给 出 , 同样 ,(3, 5, 5) 不 成 立 . 重复 上 
述 讨论 可 知 ,二 阶 及 其 以 上 算是 无 限 的 ， 

通过 上 面 的 讨论 ,我 们 着 到 测度 v 非 零 繁 坏 了 相应 超过 程 的 
高 阶 矩 的 存在 性 ,下 面 考虑 二 0 的 情况 .为 简单 起 见 , 我 们 再 设 
5E0, 和 否则 也 可 类 似 进行 讨论 ,这 时 分 枝 特征 即 化 为 更 (za 一 
c (a) X. 王 梓 地 在 [206] 中 给 出 了 当 < 是 常数 时 所 有 矩 的 表示 , 下 
面 , 对 于 ec BAAR WOM ROKER BS. 

对 于 hp EBE 070, E LEB 


Gx. = | S.C2eg, d. ds. (3. 5. 20) 


设 已 给 SEMBE) A d'a AES M GU 
$7 9*)5,4,. 00 — Ge 475. 

定理 3. 5,7 Elit 570, v0. EE XXISDGE TOO, 4 A R1 —1/ 
Cru ALPE 

P'expi — ACX,, fo} = we DDPO tT, 


r=( 


(3. 5. 21) 
其 中 级 数 的 收 敏 半径 为 R50) —1, 


* T4» 


b = S14, (by a0) /n. 
V, 一 一 (V * V5, + Ag. (3. 5, 22) 
AER RUE GR A 
y, 一 Mo- yog x. (3. 5. 23) 
3E 24 AIR dj de SCC eR Me 8 C3. 5. 220 2 RE. LA. B. Re 
示 $8 rH BIA ZU XC. 易 知 »6,=8,=1. M 
B, = S BB, (3. 5. 24) 
AFI ls B,CHlclzo7? elo» oscesc T» m Biel. 
(3.5. 23) P Z E 
3B. liche FU (3. 5. 25) 


所 控制 . 为 确定 上 述 级 数 的 收 敏 半径 ,考虑 辅助 画 数 8 Cg) 一方 (1 
— (1-40). ERA .g (00 —63- g^ (D. 8 (00 —1, 8E cl OH RRR 
展 式 代入 此 式 , 即 知 其 系数 应 满足 (3.5.24), 而 它 又 唯一 决定 
(BL) AA 


g(@) = SB. (3. 5. 26) 
8 48-38 RES c CE 8 T AT ime (8,0 4 于 是 控制 级 
数 《3.5.25) 之 收 仇 半径 为 只 >>0,(3,5,23) 中 的 级 数 也 因而 在 


(—R,R) mx RAE SS. 于 是 
P'exp( 一 AXi 2) — expl — GGoV.GF)2)] 


一 exp { S- IDE M yar} 


n=] 
= exp{ > (一 17B, 0A") 
n=] 


- 7$ 


—1- MC IROX, (3. 5. 27) 


而 久 的 值 由 比较 系数 即 知 , 且 级 数 的 收 敏 半径 经 指数 变换 后 保持 
不 变 , 定 理 证 毕 . 

由 上 述 定 理 , 我 们 有 

定理 3. 5.8 MC) SPX Sf (n= 1,250 ETE HEAT i F 
列 递 推 式 依次 给 出 ; 


n—]1 i 
— l 
n ; | 一 E16, OM), (3. 5. 28) 


MG) = > 


其 中 约定 Ms=1,| "Ll | =1. i gel OG ar 

证 明 d FG.5.210 gu PEEK TO. UE BH TE B E 
He x ydg CAR LER [68]. p. 2340. 而 (3. 5. 28) B (3. 5. 2153 HE &£ 
系数 即 得 ， U 


$3.6 增 广 超过 程 


$3. 249i T Coe VO- Bl EAX Zen Pacman BF = 
LEARAAR RS). ES LIU LA: 
A H EEX rE T PUT) ue ai. 

首先 ,我 们 来 看 任 给 停 时 ccr adag XX. -- 个 自然 的 想 
法 是 利用 分 枝 粒 子 系 统 逼 近 . 采 用 8 3.2.4 中 的 记号 ,我 们 先 来 构 
造 “了 7- 时 刻 "e- 分 枝 粒 子 系统 , 记 为 Zi 为 此 ,首先 回顾 es 分 枝 粒 子 
系统 的 描述 . 假设 初始 时 刻 r 尖 0 时 粒子 的 分 布 由 强度 为 ps 的 
Poisson 点 过 程 确 定 , 系统 中 的 粒子 相互 独立 地 按照 的 概率 律 在 
空间 中 运动 单个 粒子 自从 出 生 以 来 在 时 刻 :时 仍 存 活 的 概率 为 
exp ( —4& G4) 当 粒 子 死亡 时 产生 若干 个 新 粒子 ,其 个 数 由 母 函 
P TG, uE. 新 粒子 从 父辈 死亡 的 地 点 出 发 ,相互 独立 地 控 
[ES III oM 由 于 在 时 刻 tr 存活 的 任何 粒子 ， 


OD 对 于 不 太 髓 悉 超 过 程 的 读者 ,建议 在 第 - KARA. 
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X HW ETU- EANA RAMINA 0, 于 是 便 
NEG MULE EUER EI NUBE EAE SE BEER WEE 
着 这 条 加 这 运动 的 “粒子 ?为 <, 相对 于 aa 存在 的 概率 空间 对 应 着 
的 停 时 为 5.( 与 7 同 分 布 ). 于 是 在 各 自 的 r+ 时刻 存活 粒子 的 全 体 
MART Zi 类 似 于 Zi 之 讨论 ,eZ: 的 Laplace w EOM 

| we EEP 一 exp] (Gi ety ,gE PBE), (3. 6.1) 


€ 
而 ter. Hp IE 


wi C= Poa [eT E pn 


+ f Áo ge Cre yt GE, sur CE) ) | 


在 $3.2.4 相 网 的 条 件 下 和 类 亿 的 讨论 ' 当 sy0 时 ,<s2: zu 
合 到 一 个 随机 测度 X.. 其 Laplace 37 A A 
P expli — (Xap mexp( — Go VI) $€ pb BE). (3.6.2) 
mi Vy 满足 
LAP WE AE) CdS) Pa EEE (3.6.3) 
WA 263. 6. 30m m EME. 
对 于 noron E on ce2, XX, MK AT. 取 
P= {ees} yt, = mindt sy f AS Min: t; = Ti). 
对 于 任何 FC pb CE) 4€ Laid 
OG fom SKA. (3. 6. 4) 


则 
Prexp{— Xr, f) = exp{— Geop). (3.6. 52 

其 中 必 由 下 面积 分 方程 递 推 得 到 : 

viaa) 十 P| ECE cos (58) (dS) =P, Go, (3.6.6) 
而 G = fE H vra 人) 

a Eg OE.(3.6. 52 53 (3. 6. ORE TREF Mr (EE), 参 数 集 为 
T 的 一 个 相 窜 的 有 限 维 概率 分 布 族 . 由 Kolmogorov 构造 定理 ,我 
们 Mia CX. ce 人 ， 产 和 在 分 布 意义 下 存在 唯一 . LDL MHC 


(TD 


宁 , 称 此 过 程 为 增 广 超过 程 Cenhanced superprocess). 

dt QC QR. X E). & tg: —inf (£70; G,60 & QU. 8 FC BAT 
程 , 则 对 于 任何 QC AUR, XE), ro 是 停 时 (相对 于 完备 化 的 右 连 
续 o 域 艇 ). 特别 地 , 当 # 是 扩散 过 程 时 ,ro 是 停 时 . 由 过 程 的 构 
造 , 易 知 增 六 超过 程 有 如 下 的 性 质 ; 

定理 3.6.1 (a) 对 于 BEAR XE) TET r, EDEB, 
BCP2-a. s. ,W] XEMEN 上 的 有 限 测 度 ). 

(bo X,, € MQ) Poa. 8. 6 MECE). 

(0) 对 于 we MY) P^ LX, Se —1. 

Ri. 7 集合 相对 过 大 , 而 在 以 后 的 研究 中 ,我 们 更 关心 的 是 
所 谓 细 开 集 的 首 出 时 全 体 ， 

$E X3.6.2. WE Qi LG, Pug rn —1)8 OMIM 
f. 如 果 Q—Q', fh QQ ARTE. 

HEMMER E EO IE DUI Ae Hee. AO 
Fn QT S MERE tro 26 BC QC. 

下 面 考虑 细 开 集 之 情况 . 记 全 体 精 细 开 集 的 首 出 时 为 7. H 
于 [0,t) XE 是 细 开 集 , 而 这 类 集合 的 首 出 时 显然 为 1, 因 此 [0,o0) 
CX, CX, 7€ FP) cu csi tb n DUE CX, 16220, PY ue oo fff] 
增 广 超过 程 . 下 面 的 定理 是 非常 有 用 的 . 

定理 3.6.3( 特 殊 Markov 性 ) (BE £ JE 38 Markov 过 程 , 考 
BM EEX T€ IP PO emer v Eu mo xe 
S) g3a—s(UXozmni€FY).M- R Y ED ZE bp s. 
B€ MR X E), 

PrYZ = P*(YP, Z). (3. 6. 7) 

证 明 由 单调 类 定 吾 ,只 要 证 明 (3,6.7) 对 如 下 形式 ， 
Y -expi — X 六 ) 一 (丑态 ?2 一 EXP 一 (大 站) 一 《人 六) 
成 立即 可 . 其 中 n =T= py Er feorel je, 
Fh. Of BG 6 DEX. RR MHE, BLUE A —0. 08 
则 ,只 要 取 f fot+h BA. 

HFEF, R 
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(Duo) Cr). = we) 十 P... DW, vr Goes). (3. 6. 8) 


用 该 记号 ,我 们 可 把 (3. 6.6) 5 
(D,Y (x) = P,G. (3. 6. 9) 


对 于 任何 有 限 集 天 CI, 我 们 到 ， 
u(r, x) =— logP,, exp(Xx, — fx. (3. 6.10) 
而 rK sinfin t EKI ACK) = min(&iz; —TrCK)2). H (3.6.42, 
(3. 6. 5) 5 G3. 6. D ,vx 满足 方程 
(Puget Cr) = P, fus Gu) T Vio (Tacks se 2 
(3, 6. 11) 
而 且 , 性 何 的 gEMe(R XE), 
P'exp(Xk, — fx? = explps — vx). (3. 6.12) 
现在 我 们 有 归纳 法 来 证 (3.6.7), 首先 考察 I= BOHR K — 
(0) UJ. 显然 ,这 时 ACRO — O0, cCK) —r. 而 且 有 
P'"YPX*Z 一 P'exp(X,, — f) = expt, — v), 
KB =u i or, 2) = —logP'"-exp(X., -~ 下) 满足 方程 
(DAY (3) =P, JV. HEC. 6- 11) ,wx 满足 同样 的 方程 ,因此 ox = 8. 
BE TE UE (BL ae F GE A T C3. 6. 75. 
MERIAS. 是 首 出 QTQ BEN A. NP ODBD ASH 
;一 门 :je:@: 的 时 间 . 对 =( 门 应 用 已 证 的 结论 ,我 们 有 
PYZ = PePXPYZ, PHY PZ 一 PP*O [YPZ]. 
(3. 6. 13) 
RCO MER, HU = Ue IN AX DE, EMR 
fi. 由 定理 3. 6. 1(b) E C3. 6.5), 
Pen7Z 一 [| (expN, — f? P'expL — (Xana find 7 Xf IZ}. 


ief 
PLO TY PAZ] = Hi fexp(N,, — £PPiexp[ — Xp. fr) 
ier 
—(X, £o JP*Z), 
由 此 及 《3,. 6.13), 归 纳 即 得 所 要 结论 成 立 ， E 


iE3.6.4 定理 3.6,3 之 所 以 称 为 “特殊 Markov 性 ”, 是 因为 
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有 关 停 时 是 底 过 程 的 停 时 ,而 不 是 超过 程 的 停 时 . 显然 ,从 形式 上 
看 , 它 有 点 像 强 Markov ft. 然而 ,在 定理 3.6.3 假 设 下 ,超过 程 是 
A Markov 过 程 ? 我 们 还 没有 看 到 一 个 完满 的 答案 . 在 一 些 具 
体 情况 下 ,如 二 分 梳 超 Brown 运动 等 ,已 经 证 明了 起 过 程 的 强 
Markov 性 . . 

注 3, 6.5 定理 3.6. 3 给 出 了 移民 起 过程 的 一 个 性 质 . 实际 上 ， 
若 把 移民 超过 程 的 初始 测度 连同 与 时 间 有 关 的 移民 强度 (测度 ?看 
成 MrCR. X E) P BOO pe dE OS IB, =r, A Re E 
Laplace 75 P8 , 

P'expi — (X pp) = exp{— [ome 
$C pbZB CE). KP Vp PHB C3. 2.10). 

一 般 的 移民 超过 程 在 国内 外 有 很 多 的 讨论 ,在 这 方面 ,国内 取 
得 了 很 好 的 研究 成 果 . 有 关 情 况 可 参见 李 增 沪 的 系列 文章 [130 一 
138]. 

本 节 最 后 ,引信 一 个 新 的 概念 ， 

5E X43. 6.6( 部 分 超过 程 ) 设 QQ@CR, X E JE SIDE SE e. 是 首 出 
Qes: 一 @ 门 ([0,#} x ERE E. WX WXEL Q HRE EMR 
制 ,那么 X= (X, P^ 2B F MO B Markov 过 程 . 并 称 之 为 
X FE Qm Beg a. 

JURE APPLE CKRUDLUB RHD ESR XE pagar. 由 
通常 的 讨论 可 知 , 部 分 超过 程 也 有 正则 的 修正 ,使 得 对 于 定义 在 
R, X 五 上 和 任何 有 界 的 可 测 函 数 Fide PE, ILE GE 
SEA SpA OX FO. D TER, EA ERS RD. 假设 PE 
pbB Ry XE) OX, Oe BX ST wR. 因此 ,对 于 每 一 个 六 


上 测度 9, 我 们 可 以 定义 积分 | GL goo. 
定理 3.6.7 对 于 和 任何 的 gE MOR, X EMEA f, PE 
PEG XE), 
Prexp{ f, GE. om pnr) 一 QC) 


ulds ,dxYV, dx) j (3.6. 142 


+ 80 « 


= Exp H, — V}, C3. 6. 15) 
其 中 
ukrizr) 十 boul YO) (s.8e(ds) 


=P...[ [oe ED 十 je,6D |. (3. 6. 16) 


WEB] 事实 上 ,只 需 对 有 限 区 间 [a,5] 上 的 测度 和 有 界 可 测 
函数 o 证 明 所 要 结论 即 可 . 一 般 情况 可 通过 单调 范 数 序列 逼近 来 
得 到 . 为 此 ,分 三 步 来 证 明 该 定理 ， 

第 一 步 . 设 7 集中 在 有 上限 集合 二 之 … 一 6 } 上 :由 定义 ， 


f. (pO Nd) = SG, 
十 fel 


其 中 f,=log ie} e. xxt C3. 6. 5038 G3. 6. 6) BHL (3. 6. 150 RI 
(3. 6. 16) 成 立 . 

Lb. e E Lab] XEON QU) 893E SE eR C. RT 
3} A A— {ashta SAR 


fe 
y= f (E, Od + (Xf), 


Y,— 5X, eM Girt) + Xf. 


. i=l 
由 第 - - 步 ， 
P'"exp( — Ya) = exp tifsva), (3.6.17) 
其 中 vatra) — —logP" "expC — Y JE 


valra) + P, Wes) ERG) 


= P, | [ocio EOD 十 Fr) | (3.6.18) 


其 中 EG —45,5—1«rn. BU A, CA,C- CAC ti BIS 
A B) 3E XE eb] PR. 8B Ya + Y. var v. ix FÉ FA C3. 6. 173. 
(3. 6. 18) HIR BH BD £8 (3. 6. 15), C3. 6. 16). 
第 三 步 . 容易 证 明 , 若 e. 5818 (3.6.150,(3.6. 150 X, H 
egies 


p, — p EXE Ka Mai. WEF e mr. Boni d 55 — 25 BD A0 £& 
TARAN PRÉC o 成立 ， 口 
XE PE GE. A XE $5 x L101, [191 [391. [45 1 C481% 
[206 ,等 等 . 
Dynkin 等 人 对 增 广 超 过 程 及 其 应 用 做 了 详尽 的 研究 (参见 
[427-54]. 


af? 


SOR ”测度 值 分 枝 过 程 的 蒜 刻 画 


在 用 粒子 系统 遏 近 的 方法 构 和 划一 类 广泛 的 测度 值 分 枝 过 程 
一 一 超过 程 之 后 ,自然 想 研 究 这 类 超过 程 的 性 质 , 由 这 种 构造 ,我 
们 得 到 了 超过 程 的 Laplace 12 ag. 这 使 得 我 们 可 以 充分 利用 分 析 
上 的 理论 和 方法 .但 这 是 不 够 的 ,因为 在 研究 随机 过 程 的 时 候 , 常 
常 要 用 到 随机 分 析 的 思想 . 为 了 我 们 能 够 在 随机 分 析 的 框架 研究 
[fos MEE Lg." YI 

Ab [2] Rt ee 4 xe E EE EH] — TAA Rt. 当然 ,超过 程 的 构造 还 
有 其 它 方法 ,比如 ,历史 轨道 过 程 (参见 文献 [33]》.Le Gall 的 轨道 
MW KS RF BD. 不 同 的 方法 对 研究 不 同 的 问题 显示 出 
各 自 的 优越 性 , 考虑 掏 特 征 的 好 处 在 于 它 不 需要 过 名 的 预备 知识 ， 
又 可 以 异 助 随机 分 析 理 论 来 研究 超过 程 . 


$4.1 (A,90-48 iF B7 Bi [n] RE 


为 研究 上 的 方便 及 技术 原因 ,我 们 需要 适当 限制 一 下 研究 范 
国 . 异 用 上 一 瘟 的 记号 ,我 们 很 定 

(xias) — ds. 

Gi) E d& — TRR RB RS, Riot ER CE L0, POUR 
Markov 过 程 . HATH S, CE ERE Feller B5. CA, DAD 
其 生成 元 . 

Gi) a FE ay DLA 是 时 间 章 次 的 ， 

VG 3) =el) L (e —1-- Av Go du) (4.1.1) 


其 中 测度 vzdy) WR sup, [^ A uxGr,du) «co, HOKO 


om co. Y x € E. 
* B3 


GvO(X GO £m 0) BELED, Z, D)e E BS YS SIR. 
E p D,=D(10,cco) M: (ED CR E FEAR SUB SEO. AA D E 
一 得 Markov MBE IP". pO Me (ERS ER CHI 3X (3, 2. 180 2E 
EXT ts. ne MIOD, 
Prle Fe? |B) — e USA C BpBE), — (4.1.2) 
而 v= V.$ iF AA mild- 解 ， 


£v = Av, — lw) ,vo = Fs (4.1.3) 


Ku vOG) GO: —VO.$GO. RAR EB CAVO TR. 
(V, £220) BR3g CA, VO-dE PESE RE. CA, VO AE A 9T 
见 注 3. 4. 3. 

命题 4. 1. ! 任意 固定 了 >>0, 则 对 于 $ Chae, 

exp(— (X, Vr) #E[6,T] LÆR. (4.1.4) 
WEB] 由 (4.1.2}) 及 半 和 群 性 立即 得 到 
Etexp(— (Xora Z.) = exp(— XV s, Vr $2) 
= exp(— (X,, Vr_.#>). 


命题 证 毕 . 0 
4.1.1 Wein IR EG HE E 


3] TREES CA IO -38 SERERE PRE R E AUTE n 
TOR RIG, DA) RDG). aPC) =f Cp $)5,$€ 
D(A) FEC? (R). 对 于 FEDS), 


SEC pn) = + [eddie c8 ay FG y) 
十 faida) | v oU Ge + ud.) — FG 


一 uF'(u,x)]-F [Cana ux). (4, 1.5) 


i Cain) =o él CA) /BT a lim G 8.) ! Cu) 


F'"(uix,y2i 一 BF Ca) Cr, Cy). 


BA * 


ET É FOO = fC pd), 
GFC) =F Gus 9) Qo AB FLL te) eg 


+ feeda) vt tO LFCoc + ub» 
— FUP — fF Go d)u$Cé 2]. 
FREE. OCF) RA A ER] TF TE UE — MARR 
是 前 面 所 定义 的 超过 程 的 概率 律 . 下 面 的 结果 局 于 El Karoui- 
Roelly (1991559, 
定理 4. 1.2 假定 上 面 的 条 件 (D 一 iv) 成立. 设 DuC4) Lm 4s 
$—4-6 d € pDA) £20) , Bl 
(a) 对 于 FGO 9 f Cae $2 € C? GO 4€ DCA), 


My, = FOGD) — | gr Xa BRA, (4.1.6) 


其 中 只 由 (4.1.5) 给 出 . 

(bo €, 2 (99) ) Me [8] JB AY FE fo] 188 347 38. (4. 1,4), 从 而 该 拷问 
B iiS ER. 

在 证 明 该 定理 之 前 ,我 们 需要 简要 回顾 一 下 有 关 随 机 分 析 的 
基础 知识 . BKM RSA RE eae RRR 
与 随机 分 析 235. 


4.1.2 著 论 的 若干 结果 


M413 Fk— TE X TEBEDR BIG UE oss PES 

连 左 极 适应 过 程 X AER ,如果 它 可 以 表示 成 
xX, = X, + M,+ A, (4. 1. 7) 
其 中 M 是 局 部 平方 可 积 损 ,MM, 一 0,4 是 局 部 有 界 变 差 过 程 色 . 


CD EPMA hen. te t ooon as 使 得 对 于 nel. M. SURE DER. 
D AE PRR (i jnewyrefcofnco)as 恒 得 对 于 1814- Ar BAR BEA 
5. 
"Bh 


RX IIIS NEG Ed E LEEG- 

FEA x8 RL[ 88], 定 更 8. 5. 

引 理 4. 1.4 车 A 是 可 料 的 多 , 则 特殊 半 园 形 如 ( 4.1. 70 
现 是 唯一 的 . 

zEX4.1.5 S.d) Æ — A Polish 空间 , 称 N RR, XS 上 的 
点 测度 ,如 果 Nt,B}) 表 示 在 [0,t]XB;BE. 镶 (S$) 中 点 的 个 数 , 且 
Re MPR: 

(aJE(NCB)) «oo, V BEbA(S), 


(DFEN GB) 20, BE BS) MEAE OX P. BELAS), 
ONG DERRI S7, -适应 增 过 程 ! (对 于 每 一 : 及 a. s. wE 
A, B NG,B)SGS S2 6800028 BUM 5 Gi) 对 于 BELZ) ar 
NGED:—NGID—NG. BY C9 2-8 UB, Ep A RI BE. 可 


料 增 过 程 入 称 为 补偿 因子 . 
* Bold 


ZG) = ZO + AG) + Ma) 十 [ [ec oRas an 


十 NI gy(s,z) NCds,dz), (4. 1. 8) 
D S 


其 中 4 是 连续 适应 局 部 有 界 变 差 过 程 ,4t0) = 0M, 是 连续 局 部 
HAM.) M00) 一 0;81 是 可 料 的 县 在 局 部 修正 意义 


下 满足 本 | le Geo I! N (sse) ] < 本 是 可 料 的 且 对 于 任 一 


f INET O[NGSs. dz) « co as, 而且 8182 0. di xc . 


ÆW., A 


(p PERRI (talne N rs feo Gre 00) a. s. SERERE ne, [d Ary Ac BTR 


的 - 
T FHLB He A. 
« 867 


— E (G,Z G)Ms + [5 (s,Z G))dACS) 
T 1| fa Gi Z G4, 
+ II, LfG,ZG—0-F gis 200 — FG, ZG )) ]INCds, dz) 
[trozo + noe» = fao» 


-g Gu GZGO]INCds do + BABB, (4. 1. 9) 


其 中 
fils, 3; = arts, * )/ds, 


fux) = MOGu»ax, 
Falez): = fe, a) faz. 
引 理 4.1.7 BX HL Y ORE BERS EMME. 假定 
WERT tint. Xs) > 0. Wl 


MOD: = XO 一 | renes (4.1.10) 
dé , PRM BM 
MG. Xaexp|- | BE s} (4.1.11) 


是 一 个 GR. 
证 明 假定 M1 是 多 ,- 局 部 圾 ,由 半 寺 的 分 部 积分 公式 (参见 


文献 了 ,Prop. 3. 2), 
[.owl- lx XC du «jM, (3) 


一 | ep | —[reo du lax e» 


D Xu) 
z = YGO . 
— | em | = Td)Y Ods 
u =: Yia) 
= Xexp| et} XQ) (4.3.12 


是 dp. 反之 ,着 M. ABER NI 


B7 * 


[enl xG5d«| dM.) 


-XO-XQ — [Ycoas (4.1.13) 
EF -m 
4.1.3 软 问 题 的 存在 唯一 性 


定理 4. 1.2 的 证 明 Ala). Zu (Dime eU. P duc BH 
Z, $036 — AP EHE EF — PE TT EIER ERE 
的 结果 . 以 下 分 几 个 步骤 来 进行 . 
第 一 步 . 往 证 对 于 EEDA jM, 
HG), = exp| — (X08) + OG. Ag + Pp) ds 


(4. 1. 14? 
BPO HBR. 为 此 先 要 证 明 对 于 五 E Zo 
S ECIsexpC— (Xap) 
=— E(l:iX CAS + WODDDexp(— (Xop) (4. 1. 15) 
由 《4. 1. 2)， 
E UEC glexp(— Xa pO — expé— Aopo 
= © JE(1ptexp(— iX Ve — exp(— iX OP Dh 
为 了 说 明 对 上 式 关 于 eyf 0 可 取 极 限 , 考 察 
Dg; = el jexp(— (HV — expC— (X,,8)) |. 
ER o = S4 — [Gods 及 S$ — p= | SA4gds, 则 有 
Vit — Ai /e << CAB 十 supl FO 1D s KT). 
所 以 
D'(gosexp(C—kGn 12208 (exptKT pel 1))—1) 
R X cFO«ex1— HM DEAA BS MR. SE PiE ey 0 的 情 
DL. EE RE 0, J d ee d ii S XE 3B C4. 1. 3) 得 


* B8 5 


lime EC1aCexpC— Kanep — exp(— (KPO 
=— E(X n AB + C$) exp(— (X,,9))). 
这 就 证 明了 
expC— (XAD) — [As + HO) exp (— OC ndr 
(4. 1. 16) 
Rape. 由 引 理 4. 1. 7 知 HH, COO JE FS SE RI. 

第 二 步 . EREA. $ Yp) = expC— | Ox ad 十 
Vds. 显然 Y.($) 是 一 个 连续 有 限 变 差 半 鞍 , 由 第 一 步 的 结论 
m. HGOR BIER AT ZG — HL GOY GO RE SE BR, LIRE BI. HB 分 
步 积分 公式 得 此 半 软 的 第 一 个 表现 

dZ (9) =Y; GOdH,CO +H, (PAY) 

—Y,GOdH,G) — GG Ad-- V GDOZ,. Pt. (4. 1,1) 
注意 到 H, aY.d[0.7] Ep u5 m ROT 


f exp [1 a6 + E) ae) HC A8 + ro |ds. 


而 它 在 假设 (这 ) 下 赴 局 部 平方 可 积 的 . DE HO Z (42 6 — 1 ERR E 
bh. 

另 一 方面 ,对 于 $c D, CA»). RE FH Ttô 公式 可 知 CX, 4 一 
—logZ,() t EM. 设 Nds, dO Rh sax, BHR X 
M,(E) 上 适应 的 随机 点 测度 ,其 中 AX,; X, — XÑ (ds dyo 
HGP. WESC DCA). XD RAM FRAG RHR 
现 ( 参 见 ([88], 定 理 11. 25)); 

(Xf = (Xo D -U.G) - Mi Go - NOD - NOD » €4.1.18) 
其 中 U.GO J& E S Bü Jb TUR DEAE 3E SUR MHASH WB 
Ak ,其 增 过 程 记 为 COD TEE 


N@ = inl lio. eic Go9) N (ds de), 
od ME :EY 


* = 


No = || 


0! MEC 


pleni Ha PN Gs dan, 
M£ODSUR 百 上 有 限 变 差 符 叶 测 度 的 全 体 . exp (— OX 400 
FH Ró 公式 ,由 (4.1.18) 我 们 有 

dZ (P) =Z, 4) | — dU G) + dC GO 


^ 
+ MN — Eck Bl sm N Cit du) 
去 


十 | Qe ^? — Doa N (dt du) 
F 


+ dOS ERO, 
其 中 MORRE. 在 假设 (这) 之 下 ,容易 验证 
Z,- ($) Cexp(— (AX,,¢)) — 1 + CAX,, 40) Z0 


EAR TEEM Z 的 第 二 个 表现 为 . 
dZ,(5) =Z,- «| — dU G) + lac. 
+Í Ce 一 1 十 (PN (Gt, dt) 
MÉE) 
+i ARM), (4. 1.19) 
Ki U, 00 =U) + MNT N (dt dy). 


至 此 ,我们 得 到 dz. (办 两 种 不 同形 式 的 表现 . 
第 三 步 , 两 种 表现 的 等 同 , TZ, GO JEFE ERESERE ,由 分 解 的 唯 
一 性 我 们 可 以 把 以 上 两 种 不 同形 式 的 可 料 表 现 (4. 1.170 与 
(4. 1,19) 统 一 起 来 ,于 是 
— ZAX Ad + FCP) eat 
= z| — dU) + 14C,6) 
+ [uen — 1 + Ge) N Cdt du) 


为 局 部 有 界 变 差 过 程 ,而 COGO Be UL BCX. Ag+ 
VOD CARED LET RH, E 


* o) » 


J Ox. Ad + BB)ds 一 Ut @) 一 FO) 


-= Ff, Cee o 1 geo dnap). 
ol MEG) 


由 (4, 1.18) 8] DU, (08) — 8U, C90 C, CO) — PC, (30,0 C R.. dE E 
式 中 以 66 RS EE 


f (X, ACOD 十 更 (88) yds 
ü 
_ al’ 8g, 2 
E of CX, Adds : [oss yds 
— f ds[X,(dx)| vea ay ceno — 14 npr)) 
n fal 
= o — Few) 
一 [J o Ce 9 — ] + QuOP)0 N Cds, dp). 
oJ MELE) 
由 如 的 任意 性 ,我 们 可 以 断定 
Uf) = [ Xs Ag ds C oo = f (X, ob? ds 
È t a 
R 
inl Cen 1 + QuODD N (ls do 
ü MEUS 
= [g [xde | vn a (eH? — 1 + ubt o) 
n ü 
一 fas[x.cazo | e o net — 1+ (0, 05)), 
ü n 
V £0,9€ D(A). 也 就 是 说 ,过 程 又 HAM ER SHER TE 


N(dsdg) =dsX(d2)(x,du3y (dp) EME). (4.1.20) 


8). EZAT X ORBLE ARETE EW RS 
38 Oe AE OU) AOE PRM (92 (9) GECI E 
T FECR. h It 公式， l 
M(t): = SUX — FXS — | P CX BIG H 


«= 9] 


lf; . 

— LP PUR sace 

-Pf 1 OX, + 8) — FOX) 
Od Mg «E 


— F (OG 40 Gu4,) N (s.dp) 
de Ku BB BR. 再 注意 到 《4,. 1.200. 
M (9) 一 FCX,, 65) 一 FCCX, 8H) 


E f [FOXX Ads 
IH 
十 L PUXE Ka ds 


— f xaf ve dD CF OK, 58) + ST 
— FUX 8) — FU PIAS Dds. | 
31h ES PRR WER TR AEA THE X, 是 
(E, (9) )-M Ie I f) — A f. 
ATEO AE XORS, QO). 我 们 要 
证 明 它 满足 C4. 1. 4). X d BECER), $0. 0€ 
DLA Ap DORER >E a EDAD € 
Cr CR) , Bild Ha 公式 我 们 有 
FUR a») — [| P COG HK Ad) + D 


4 F PAX, G2) OG e GY) ds | 
— f Kas [co d UFCC sd) AG. 2 
ü n 


一 FGX44GDD — FX, PO) Ags, 2) ds — (41.21) 


Je Ja Wh. 
特别 地 ;车 PEDA) R dir) :— V4, M] 


E 4- A (Vp) — VV 7B) = 0. 
因此 对 exp (— (X Vr D) BUB Cl. 1. 2D RE AE AR FE 


*92* 


P'exp(— (X,,4)) = expC— (Xo V,g2.4 Ze 0. 
另外 ,我 们 可 以 通过 常规 方法 由 极限 遍 近 方法 证 明 对 于 $C bp, 
所 要 结论 仍 成 立 , 再 由 上 章 的 结论 即 知 OX, 是 唯一 的 ,这 也 说 明黄 
问题 是 适 定 的 . 
在 较 之 更 广泛 的 条 件 下 Fitzsimmons (1991) dk AY T 28 fol A) 4 
AE RAD 


$4.2 超过 程 的 随机 积分 


在 上 一 节 , 我 们 研究 了 超过 程 的 商 问 题 , 从 中 可 看 到 超过 程 与 
软 有 密切 的 关系 , 本 节 将 专门 研究 有 关 超 过 程 对 应 的 挝 测度 的 随 
机 计算 . 我 们 先 从 轴 测 度 这 一 概念 开始 . 


42.1 BRE 


3EX4.2.1. HOF CE Ds PEIRA H E EIS 
概率 空间 , EAROXSY 中 由 所 有 实 值 连续 适应 过 程 生成 的 子 
RRA OR oe in 2g 07. 实际 上 ,由 文献 [78] ,命题 
1.2. 

Pcg liis dt] KFt ER FE SU UO} XF FEF). 

假设 互 是 Luzin 空间 ,se EEM PRAF FH 
(加 法 ?运算 与 交 ( 乘 法 ?运算 封闭 ). 考虑 - 上 的 随机 集 疯 数 
UA.) EWE 

lU CA»|;; = CE[UCAYTY7 «co, V A € 3 

UCA) + UCB) = UCA + B)a.s.,V A.B € SAN B= Ø. 

定义 4.2.2 BBR 称 为 5 有 限 的 ;如 朵 存在 上 升 的 集合 
5) CE, 使 得 

(a) UE, — E: 

Yn E BE) [e CCo s 

(c) V n.supatl CA |, AE e, oo. 

4i oR U PKA T o RT Ji d) s dn SROSECP FE — H3 14,2 下降 到 


. O36 


Ø .lU CAI X FO. 
对 于 er 有 限 且 可 数 可 加 的 随机 测度 忌 , 我 们 容易 把 其 扩张 到 
整个 BSED. SRE. AS 
UCA): = lim (A N ED, A € BCR), (4.2. D 
定义 4. 2.3 若 式 4.2.1 中 的 极限 在 天 (人 ,多 .PP) 意 义 下 在 
E WHEE BRA o- AR L-A E. 
ENLA MCD 2220, AC} 是 相对 于 07, OLR 
测度 ,如 时 ' 
DMD —0,V AEF; 
{M CA) 2220} BF y AC ow, 
(OY £220, M, CO RE -A R 无 - 值 测度 ， 
M 的 变 差 江 函 UG EMA 
Qu GAB) ; = (M(A),M(B)),.A,B € e. (4.2. 2) 
Bb XT R,xEXxE Em EM HE Qu. 
EX4.2.5 RW M 称 为 有 价值 的 ;如果 存在 随机 co- 有 限 
测度 KO, ne90€ BE) X BCE) X (RL) vc A 
(aK 是 对 称 正定 的 , 即 对 于 性 何 FE OSCE) X-ACR,) 
J[ [rfe Kia ay an = 0,a.s8.. 
(bo FE SBM ALB. KCAX BX [0,6 D 2220} J& 9. n] 
料 的 ， 
(03 E, ^E #4 EUKCE X EX[0,T])}<oo ,Yn 
(d) [Qu A.B) | CKCAX BX [0.2]. 
其 中 天 RAM 的 控制 测度 . 
定义 4. 2.6 MAH IEXEBAGM BE mE MERAH AD 
B— iit ,M,CAD) 5 M,CB iE dE BU. 换 句 话说 ,YY ABE AN 
B=2.M,(A)M,(B) Æp. 
如 果 M BW HE HLXECT- HE fé] AC o ,上 映射 tM, (4) 是 连续 
的 , 则 称 M ER A 
T fi 8 xg ZH JU CERE 94]. Ch. 2. 


94o 


定理 4. 2.7 . 

(a) 78 ffr EL B5) IA OM E W 是 正 交 的 当 且 促 当 对 于 所 有 20, 
Qu Gi. ,. OBI E EE (Gn 0 ix y € E PCRS f8] EXE 的 对 
ARE). . 

(bE —iE 3r Wh E M 是 有 价值 的 , 且 存 在 玉 +X 五 上 随机 
5 有 限 测 度 (es,dz) 使 得 对 于 尾 一 4E o NE vCCO 2 ]X AD RE 
可 料 的 而 且 满 足 

V A € .A YI Omit] X A) = (MOA)Y,,P-a.s. 
称 测度 为 正 交 霓 测度 M 的 强度 ， 

(cO IE 2E BR QE ERE E SE B LO] Cie} BHO Oo ne 
N. 


4.2.2 SERRA JLT OF 


下 面 给 出 所 个 重要 的 抽 测 度 的 例子 . 

. 8411 2 Hr E MER CE Brown 运动 ) BEX BL. ACE) X 
BUR) dad J& — oct ER IM BE Zo (A. 很 据 Cdx)dt 我 们 可 
以 定义 S8CE)X £8 GR,0 ER — T RR RW 使 得 

(a) WCB (a,b DEA 0s Bl PLE i, FI HO, EH v(B) 
|’—al. 

(bm EAX [aa DNBX [0o 5 D — SBA 

WA x [nsa D U CG X [5,5] - 

. = WCA X [ai ,a; D + WB X [556 D, 

BH WCGAX [aa ]) 55 W CB Xx [bi 5 DARE Wb 37. 

KAELEZA W AER. 

34.1.8 (WCB) tO. BEBE) f& — 1 IE E BABERE H 
38 HE 2g vd dat. Walsh (1986) iE BET 3k £t 89 TERME BRE 
当 且 仅 当 它 的 变 差 测度 是 确定 的 ( 非 随机 )， 

ee Bil uh E = E .v d Lebesgue Wl HP, S^ (RO mR’ LAR 
C*- 函数 所 组 成 的 Schwartz 空间 . 4 EGRE $ € SCR), 


+ = 


W,G) RET TRE RIIE WG), = rr Coda. ic 
fal BEE Co co, A (ROO FAME. AM Oe SWS) 
是 高 斯 过 程 ,而 且 Cov QW, G0 W, (49) = E A [SOP dz. Hh 
IEE LOR) RP eR? bP BEBE BE. m OW. 
i2 OBA RWB) RELER XE EREN didz HARF . 
这 个 SC (RUM. GW, uz zm 0) 称 为 HEM Brown 3x zh (cylindrical 
Brownian motion). 

A209 4.0- BR B E RRES Si, A E E Lp Feller 半 
ROHL) TF. Pir, D=, KP c 是 非 负 函数 . 相应 
的 超过 程 称 为 8CA,c)- 超 过 程 . 对 于 $€ pD CAD, 8€ R. B) rh 
(4. 1. 8D RT AR, 


exp [X40 一 [Ot Apas] — & | (X,.c6")ds 
LER DMR. AM WAC DCA, 
MfG). = OG — OG 一 | O6. A$ds 
dE CE). HN GIA 
(MED, = 2| CX, eff ds 
A 
(M* Me). = 2[ Kus cppyds fe € DEAD. 
由 于 DCA CUD HA ATEZ OPERAS BIRER 
们 可 以 定义 MP (90, $ € PEE CE). KS BE SE ME 
M Gs d) , BIREN (0,0) x A) = 2| OGscLods, 
£3 CA, UO-RS SER ”考虑 (4, 严 )- 超 过 程 { 世 人 我 们 知道 对 
于 任何 $E DCAD, 
M.D): = Xap — (OG — f oaa: 
et Sees LT 
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MG) = Mi) + Mi), 
其 中 M:( 力 是 连 继 局 部 对 部 分 ;MMI (办 是 不 连续 局 部 开 , 且 上 其 有 可 
Ath 
[ast xeda) [vac t (exp(— ud(z)) — 1 + u$ Cz). 
值得 注意 的 是 ,一 般 地 MCI) — SE BE PO R 
BE BOR MIGYR—Ài CP LO. 


4.2.3 著 测 度 的 随机 积分 
下 面 我 们 来 定义 著 测 度 的 随机 积分 . 设 M BPA 
测度 ,其 控制 测度 为 到 .对 于 fag COS CE X RD ,定义 
TESTES T FG gi IK(dr,dy,ds), 
EX EXE, 
TARFAR Allila HEC SI, (FDR 
Pmi = FLORIE SPA x EIS p 可 测 ,|| Fae Ed eo]. 
如 果 好 是 具有 强度 "的 正 变 蒜 测 度 , 令 


Dy, = = [Fesa P x BCE 可 测 ， 
(| Pwr vio ds dz) | < oo]. 
R, XE 


LEE T ES. 


S:= fhlos e= 22 MO kae), GO BEA E BER), 
av i=] . 


那么 5 在 Ay 中 稠 ( 参 见 文献 [194],Prop. 2. 32. 
由 一 般 的 随机 积分 的 定义 方法 ,我 们 从 简单 函数 开始 . 如 果 

有 AES, 我 们 定 疼 一 个 新 的 者 测度 
heM.CA=| fram) (A) (4.2.3) 


cm PAM SUD BOT Mya BD N AC. 


我 们 可 以 证 明 ECL - M, CADO [IA I. 
A FSE Su HB, A Ron S PA A SA All 
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一 0 把 线性 映射 A— AM CA) £0. AC ox MET BI & € S, HE 
h* M 为 有 *M 在 严 下 的 极限 不 难 验 证 极限 与 序列 {A} 的 选取 无 
关 . X BERE A-M 为 疡 关于 M 的 随机 积分 靳 测 讼 . THM ART 
RIE M 的 短 常 随机 积分 是 指 M,CE)， 一 般 表示 为 | | ACs, 
x)M Cds dax). 

定理 4.2.9 PM ESMER., fc Sy. WU 

(a) f- M JE OMAR RE. 如 果 MM 是 连续 的 , 则 PM 也 是 连 
E 
(b) 如 果 gE Pyu ABC ox MY 


(Fe MCA), g ° MIB): = I. ad neal 28 Gs Qu (dz dy, do. 


(4. 2. 4) 
wE M 是 正 交 的 ， 
QMOD.g - MO, = [ | Gra Guo»ds da. 
(4. 2. 5) 
证 明 — x A194 JCh. 2. O 


定理 4. 2.10 
(a) i A 是 连续 递增 的 适应 过 程 , 则 如 下 两 个 论断 是 等 价 的 : 
COM, BEE AMR RMB A, 


GD HAE — 9€ R ZO): 一 exp| 0M, — 50°, | 是 连续 局 部 


进一步 , 若 忆 (的 是 一 个 上 巩 , 则 它 是 鞠 当 旧 公 当 五 LZ: 6) 一 
1,420. 


tb) 如 果 M, ERRER, HË E [exp] Jea, J< os 


exp 


nu ET RELOS? 


OR M T& E LAPANEARME . ARE BA QU; 
.控制 测度 是 天 .7E Pu MV OE RY fO. 
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Z5. = | exp (Ff e FG, 3M Gs, da) 


— S| | | ef6foQusidz. dy) || (4.2. 6) 


BES SAR. Xp EZ ]- 0.v 20. Ue Rb. 
证 明 ta) 与 (b) 的 证 明 分 别 见 文献 [92],p, 142 0 [166 ]. 
p. 309. (c) Br (a). Cb) A BES. 2.9 可 证 . D 


$4.3 B(CA4,c)- 超 过 程 的 轨道 连续 性 


Et E Æ Polish =, J& — A KK tie E.CA,DCA) RAE E 
A-Feller 过 程 的 算 子 . 召 (4,c)- 超 过 程 是 以 4-Feller 过 程 为 底 过 
Ti ,分 枝 率 为 (ds) 一 必 , 分 枝 机 制 为 更 (zj 一 ctzr) 尖 对 应 的 超过 
程 , 其 对 应 非 线 性 半 群 满足 方程 


Y$ = SA | sep ds. (4. 3. 1) 


我 们 应 用 BA o -MERE ,来 考虑 它 的 轨道 连续 性 . 

在 前 面 的 讨论 中 我 们 知道 ,BC(4,c) 超 过 程 有 很 好 的 性 质 , 例 
如 , 它 有 任意 阶 矩 并 且 在 8$ 3.5 给 出 了 任 音阶 和 矩 公 起. 这 使 得 我 们 
可 以 进一步 研究 其 性 质 , 首先 , 我们 有 

定理 4. 3.1 Bine N) ECER EK. 定义 


dey): = xri 1A | [fade - [ra 


{Xero BKE E EN BCALC- EE GER. 则 对 于 LE 
MgCGO ,UX 220) Æ P"-a. s. S138 E E BO CHO EE BUG T CCLO, 
co) MCE))), AS FER 91/4. 0X (201) & p Br Holder x& 
续 ( 关 于 (4. 3. 20 £8 HU BO RE BE d). 

证 明 Bi) E EBHRIEX.HBESES.5. Su ub Xp EX 
Toi, mE, 

P". Ko — (Rf <CrG L aS ST, 
(4. 3. 3) 
<99- 


J. 4.3.2) 


其 中 Cr 为 依赖 工 的 常数 ,由 推论 1. 8.3 即 知 结论 成 立 ， 口 
pz Fg ek ERE ,我 们 可 以 把 上 述 结 果 加 强 为 
定理 4. .3.2 RA .ncNICPBDCOORB XE. AIA + 
lA FL sl. EXEAT E 8971/2. X280) Æ 8 阶 Holder 连续 的 
GET BEBE aD. 
证 明 Ok $C DCA). Di eh ZE4. 1. 274 2| 4. 5. 181 
MG); = OG) — (O30 — [oc aas 
EM, 384.3. 1 还 说 明 它 是 连续 的 . 则 ML Te TES 
dk md HE Mids dx). 对 并) 一 5 dla) 0sisst 应 用 Te 公式 ， 
MF JEDLA), 
QU.) — (XS) = J[s--scoM as a —.x o. 
Bi LEE i Sig SE. LRU SE SI OSCE). 进一步 车 9L RXE 
一 RR 有 界 可 测 , 则 [ [4G M (as dio Rib RR EM EROS 
al [etx ss a) Xdr)as. 


再 由 Burkholder-Davis-Gundy ^R 4$ 3& (& I, E166 ], p. 151), 对 于 
gO, 


Pr l'[sc.oMas a2 | 
0 


<c P| [ accep a Xcards)” . (4. 3. 4) 


因此 ,对 于 q2,0€ crm T.$€ DCA), 
(P |X) 一 XH) [0^ 


< [P f [sco M Cau ,dz) un 


十 [P IN — S, 60) M (ds dz) un 


lig 


< cl p f [ar.zecs aas] 


«100° 


4 GICETO 一 onda] "] 


CH (4. 3. 42) 
E C,[( supP^(X, , 1)" C2llell ll y Ga 一 "^ 
E CE = $55 spP Xa 1)? Cale | | ASI y! ] 
sz CCT) Cis + iA? 一 s). 
即 是 
PIAS — RD CHB AFTO € — syr, 
| (4.3. 5) 

由 此 及 推论 1. 8. 3 不 难 证 明 所 要 结论 成 立 ， 口 

注 4.3.3 由 该 定理 可 以 厦 出 ; 趋 过 程 的 轨道 连续 性 (在 弱 据 
扑 下 ) 和 底 过 程 的 轨道 性 质 没 有 直接 关系 ,但 和 底 过 程 的 半 群 及 其 
无 穷 小 算 子 却 有 一 定 的 联系 . 显然 ,定理 中 假设 DLA) 包含 一 个 决 
定 类 是 比较 强 的 ,但 一 般 具 有 强 连 续 半 群 的 Markov 过 程 都 满足 
此 条 件 . 由 此 可 以 者 出 , 若 底 过 程 的 半 群 是 强 连续 的 , 则 BA) 
道 连续 ， 

ik4.3.4  (GOReimers(1989) 0 x4 dll Brown 运动 CX, 2220) 
EBT H FELA, (XG) SEO, 00) E f& a. s. 连续 的 ， 
PerkinsK1991)05 把 这 一 结果 推广 到 更 一 般 的 Hunc 过 程 . 这 就 是 
BIXOGNXT cOPBÁCGD.BSECEY-38 11 OSM. 

Cb) 24 f jd fü Rb Feller xt 2 ht . Roelly-Coppoletta (1986 )U97], 
E] Karoui-Roelly-Coppoletta (1991 ) 9 Fg RAR T Wii xe 
性 . d E GR CHunt) itta . Fitzsimmons(1988)°°4 jy Hd. Ray- 紧 化 
X Rost 的 Skorokhod MA iE BH T (6.9) - xd fe B 1E M E 
Ch SEE Hunt. 过 程 ), 根据 Bakry 与 Emery (1985) 27 80 £& JR. , tie 
得 到 超过 程 的 几乎 处 处 连续 性 当 及 仅 当 50. Dynkin (1993) M] 
用 不 同 的 方法 研究 了 超过 程 的 正则 性 . A5 89 (19940 7038 aE J^ 
Dynkin(1989)'*”31 的 可 加 花 函 表示 ,也 独立 地 得 到 当 c 不 为 常数 时 

(D 对 干 任意 SEEE) AERE dom Gi DE E BU IE. 
= 10] + 


超过 程 的 连续 性 . 
COIT. 4€ (ED) CX, 40 78 — RE JE 2E Bb, R. Tribe 博士 
2X fir. i$ 3: (1989) , Theorem 3. 2. 


$4.4 占 位 时 过 程 


超过 程 研 究 的 一 个 重要 方面 就 是 占 位 时 过 程 , 本 节 将 给 出 超 
过 程 占 位 时 过 程 的 定义 及 其 刻画 . 
定义 44.1 I OG PORE, VO at Bede) — d ,对 于 
ff— 21> 08 & . 


YA); = [x.c045.A € £e. (4. 4.1) 
p 


Fk Y. X, HPs. 
由 于 和.(4) 的 可 油性 知 上 面 的 定义 总 是 有 意义 的 ,同时 了 了. 是 
E ER CREPLYS EN BE. 
定理 4. 4.2 WE PC pbCC ED, B € ME) A 
P'(exp( — [XB + (Y, ]D = exp(— ue Utp) 
(4. 4. 2) 
其 中 Ul) BR 


Žu = Au — VD + $,u(0,z) = $ (4.4. 3) 
Bj HE — A mild- ©. Heep F gH (3. 2.50 £8 18. 
WEAR BSE OC eae) E pCR DS eO DE DCA). 如 果 SE 
BC? CR) , 则 由 Itó 公式 i 
FUX HOD? — [LP CX HO XA + 2E) 
+ PX, MS) Ot, 0)? | ds 


— KACER + Ms, D 
[t] a 


(D 同 §3.2 的 讨论 ;可 以 证 明 访 方程 存在 唯一 解 . Y pg IE a ERR. 
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— FUX, G6) — UX GU DG, 0)ds 
(4.4.4) 
Rob. 
XT $€ pbD(A). GE pbC(E), 设 u(t,x) 是 如 下 发 展 方程 ， 
Fults) = Auto) Cuz) HEE) uO ct) = 4.4.8) 


的 唯一 解 . 应 用 (4. 4. D E PR FG Se " R Gor :二 W(t 一 sxY)， 
则 有 
expi — CX, (05) 一 | exp{— CR YR, hdr 


EAEC] EE Peg. d 51384. 1. 7， 
expl — (X.,.¢(s)) — (Y, 4o H&[0.2]. E P-E Re. 
Hy CSS E SR TE ER. 因此 
P'exp( — [(X,,¢) + (Y,,40]) = exp{— Go ut, +>}. 
再 注意 到 DCA) 在 CCE) PR. iX ESL BUR 多 WE p0C CE) 成 立 . 
g 
RAB 8 3. SREE , RT RT R P E E. 
实际 上 ,我们 有 
定理 4.4.3 BY. E BA OHIE hta, F 4€ 
PEBE), M uc MGE, . 


PAY,$»-—5j 


点 一 口 


n— i 


; | (n — 15, GO) PA, $Y, 


(4. 4. 6) 
其 中 OO) = Coe), WW = A = [Siero 
SN ght n 40797, BA ERA MF bg € POBE, 100, 


(d d), = | S. cb... (4.4.7) 
特别 地 
PHY, o = (n. | Sits); (4. 4. 8) 
PAX, = mE 十 (sz [asse | Sgaul ). 
(A. 4. 9) 
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证 明 与 定理 3.5.7. 定 理 3. 5. SZ E BH KL. 详细 证 明 留 给 读 
者 . 口 

注 4. 4, 4 Iscoeltt 史 首先 研究 了 占 位 时 过 程 .本 节 应 用 超过 
程 的 药性 给 出 了 占 位 时 过 程 的 特征 表示 . 这 要 比 Tscoe (1998) HAE 
群 方 法 简单 得 多 ， 

这 里 ,我 们 是 基于 超过 程 来 定义 其 占 位 时 过 程 的 . 当然 像 我 们 
构造 超过 程 那样 ,也 可 以 由 分 枝 粒 子 系统 来 通 近 上 下 位 时 过 程 .直观 
上 来 讲 , 占 位 时 过 程 YC(4}) 可 以 看 成 在 时 间 区 间 [0,7] 内 分 枝 粒 子 
系统 到 达 A 的 次 数 的 正规 北极 限 . 有关 细节 可 参见 文献 [79j. 

注 4. 4.5 比 占 位 时 过 程 更 广 的 概念 是 可 加 泛 函 .Dynkin 
C1989,1991,1992,1995,1996) 对 此 有 一 系 烈 的 工作 .由 于 其 中 小 
及 到 Mokobodzki AY "rf [ej S fi." (medial limit) (参见 文献 [34]， 
$ X.55—X. 97) i th T A- LESE TELE . Boe Ib AR A B fr 28. 


$4.5 测度 值 分 枝 过 程 的 C-M-G Z X 


ACWW AE m E SEHR EO MO] BA Cameron-Martin-Girsanov 公 
st. 先 从 Polish 空间 E E 3k £N E (E) ESL A RI RECTE 18 

EEDA) R& &CCED I] — PF 3 8) A: DCAC E), Q: 
MzgCGO—Q&GX E) EPO: HUE ERES ME ROSA 
A)«oo.ACÓI. 

4 GUE-—IFIFOGOOim Fm g)) gE DCAD. FECP GR}, 
MF FERS), 

SFO: = F Cu $i AS 

ed [eco escoso»Qusda dy). 

引 理 4. 5.1 BEUA DSK, V ACH AE K 是 
一 个 常数 . 令 P BCD. D, GEO 0 上 概率 测度 De =D), 
E). UE CX.) BESS Mr(E)- 过 程 , 则 下 列 几 个 结论 等 价 ， 


OY F € BG) M F): = F(X) 一 FCX 一 ['ercoas 
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是 P- kd, 
GOV $ € DUM, (D, = (Xo — OG — | Ot. Abas 
是 P.H RM, 其 变 差 过 程 为 
Í. [erence iac asas, 
GDY $€ DCA), 
ZG. = exp{ GG. — Ot. — | (XAdrds 
一 i ecosoo9ocsaz dy ds| 
是 P-R. 
证 朋 ONG Seed Io 公式 即 得 . GO 与 (这 ) 的 等 价 
性 由 定理 4. 2. 10 可 得 ， 
下 面 我 们 将 引入 测度 值 分 枝 这 程 的 Cameron-Martin-Girsa- 
nov 公式 .首先 回顾 BC(A,c)- 超 过 程 X, BER. 由 定理 4. 1. 2， 
X, 是 MeCEO-(& zx fé mi HL 
MED = (OX, — (X, 一 [ax Abas. t € DCA), 
是 平方 可 积 辑 ,其 增 过 程 为 
(MES), = EEZ ds, 
BD QGuidz dy) = 2e(2 6, (dy) pldx), 
设 RMgECE) Mr E) J P MR, 
RGsdz) = [roe Gsdz dy), (4. 5. 


HP reb4 (ME XE HE 
sup|r(s,2) |; = K << co, (4.5. 2) 


对 于 CE ZG», 
BaF ue). =F (Gu) Gs AP + Reg] 


+ L rcs inscosoX9osas d. 
我 们 有 
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定理 4. 5.2 (Rit RGOnsdx) = 2cGO0rGe xo ede), M r BE JE 
(4. 5. 20, W (694, ZC- Shin] S 3E 2 24 AS 67 (9) )- Sh f] 
题 适 定 . WR Toni © MEE) fll Bey Pie © ME) 9 分 
WHRELBRAM MRE SZ, 上 的 限制 , 则 对 于 任 ~- 4, HnP 与 
Hon k 是 等 价 测度 , TAS Radon-Nikodym 导数 
Sr H- 


ZT): = pp py MI 


o, rj P^-a. 5. 


由 下 式 给 出 ; 
Z(t) ,= exp{{ | cac M ds ao 


p I, | (nO, Ye GOX Goods] (4. 5. 8) 


其 中 M (ds dy) Fé th M? S ipis ie am ie. 
为 证 该 定理 , 先 证 一 个 引 理 ， 
引 理 4. 5. 3 在 定理 4. 5. 2D ZR E F2, Go) RE P^ BR. 
证 明 — dig HE 4.3. 1. X, 3k S c € 人 Bw 有 界 可 测 , 所 以 由 定理 


4.2.9(a) 知 随机 积分 | | XDM (ds,dy) 是 连续 的 , 其 增 过 程 
为 

f, [ zocor Xn X dards < zeit x as <>. 

of E ü 


P"-a.s. HERA. 2. 10 BÉ Erie (GO M LZ GO dé P- Bp AL. MEE 
EER, BO EA RzEO.PU[Z.G2]—1. 为 此 到 Tak = inf EP 


[Ot odi >n). BA, M nomeo sr, hoo, P-a. s. EE o 
B= <= (atu Dds zo n. 
WW Ze Ac EES Poth mi A 
Plexo] M GO OC X, Goods] |< expclclK to. 
2 


应 用 定理 4. 2.1000 ,我 们 断言 Z. (uA code PR. AT 
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P'[Z,G A £9] = P2. C2] + PZO] = 1. 


注意 到 当 n—ooBf.r, 4 oo,P"-a.s. Hh P lez) ] ^ PEZ. 
PRB), = Z (TOPLE), B € Zr. (4. 5. 4) 


可 证 
PRB.) = PT1s2,(7)] S nPE rss ds]. 
MF AE DCAD. RM 
MED: = (Kash) — OS — [Locas 


- | RX.) Bods 
由 It6 公式 ,在 PEP Mir ER. 特别 地 取 $— 1. RNA 
PE XKage 1) = Go) + PER Kins) Dds 
< QuD + KPH Xun, Dds. 
因而 由 Gronwall 不 等 式 得 PRO Xia DOS es D2e* ATT 
Pal [ ox. Ddu, = Ks > (ert — 1}, 
也 即 是 
P'[15Z.(5)] Sn Kp) — 1) 0,0 — cc, 
所 以 P'LZ GO) ]-1,V £220, mi Z, GO Ja XR. 口 
下 面 来 证 定理 4, 5. 2. EES DS) PBEM, 
HEY P. Sn 5. 5E X. Ph M 


dI Ph 
airy aP” 


Hf 31384. 5. 381 Z,COJE Ve, AT PhS, 上 的 概率 测度 
定义 gD: =tres EDA) WII 


Z,U) = Z,(@) + exp (f [source ao 


= 2,0) 3 
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— f ger wy Qe sar apes 

i[ i] PDE, da dy) ds 
-Zo- exp | f [CoM cats ae) 

— | [conocidos 


— x, sosmecK saz dyas) 
LEGS B 
exp {| JEM cds ao 一 J[sconocana: 


一 1 ,gcse sar doas) (4.5.5) 
Q 


是 PRR. MS F.H OT dPR ZAS (Da P" |S RZOR PR, 
P&|z2,|£2, = PZO HZ. d P" | BD, = dP* |Past. 
换 句 话说 ,(4, 5. 5) 说 明了 


exp (Ot — OG. — [Oc AsGood: 
— f [KORX dos 
a 


— Lf [eosco9ot.as dos) 


EPIO. A Wi 8331384. 5.1, Pk REC, DCH))- BEAN — 1 RR. 
HF 13 25.95 P 表示 (x, 如 (多 ))- 著 问题 的 一 个 解 . 取 


Z*,. —exp IE 一 r(x, Mass dy), 
Jo 


一 二 | | rX, TR y 2QCX dax, d y)ds | ， 
2 DJ EJ KR | 


其 中 Ma JB Gar PCI) BR 
Mrl): = OG: — OQ — [cot Ap + QUO) ,pds 
生成 .那么 同上 讨论 ， 


* lOB = 


Heyg P = ZR) Ty gis 
而 且 24.0) >0, Phas. 这 就 意味 着 


Seil = Zt. 


于 是 P* hE tth TT PREISE TE. 

反之 ,出 理 可 证 ， 口 

4.5.4 (Fr DF) ) METRI RRE EU RE WR XE. YEARS COR, 
RdrfE)) 上 的 测度 值 过 程 . 这 个 过 程 又 常 称 为 具有 交互 作用 
的 测度 值 分 枝 过 程 《measure-valued branching processes with 
interactions) , Ek rCGu x) I XE ELTE FE a. 从 粒子 系统 的 观点 来 看 , 
反映 了 粒子 之 间 的 演化 不 独立 性 与 适 者 生存 的 能 力 . 当然 这 里 讨 
论 的 情况 是 比较 特殊 的 ,一 般 的 具有 交互 作用 的 测度 值 过 程 是 目 
前 国际 上 的 研究 热点 , 仍 有 很 多 基本 问题 有 待 解 次 5 参见 8 12. 1 或 
XRR[208 D. 24 r 不 依赖 于 测度 时, 则 相应 前 测度 值 分 枝 过 程 即 
为 超过 程 . 其 分 核 特征 为 
AT) = nGOÀ + cia) A> Oc € E, 

文献 评注 : $4. 1 的 内 容 主 要 参考 了 文献 [19,167,56] 以 及 
[71]. 在 4.2 随 机 积分 的 定义 中 ,不 加 证 明 地 引用 了 文献 [194， 
60,88] 等 的 贺 论 及 蒜 测 度 的 结果 . 采用 加 方法 论述 有 关 超 过 程 的 
软 道 连续 性 及 其 占 位 时 过 程 的 刻 划 ,要 上 比 单纯 用 矩 估计 (参见 
[209,229] 等 ) 和 [93 一 95] 的 半 群 通 近 要 简单 得 饮 , 当 然 这 种 思想 
来 自 于 文献 [19] . 超过 程 款 测度 的 Cameron-Martin-Girsanov 公 
式 取 材 于 L19], 但 对 定理 的 狗 述 与 证 明 做 了 较 大 的 改动 . 张 新 生 在 
[2223] 中 讨论 了 组 增 空 间 超过 程 的 稻 刻 画 . 
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第 五 章 ”二 分 枝 超过 程 的 Le Gall 构造 方法 


Neveu-Pitman (1989) (@ lj, X RR i145], $2) 证 明了 -- 维 
Brown 运动 轨道 的 水 平 大 于 c. BRAT HERRA LP RB 
的 结构 . Le Gall 利用 反射 Brown 运动 轨道 的 这 种 二 分 枝 树 特征 ， 
来 构造 二 分 枝 超 过 程 . AR ,我 们 主要 是 介绍 这 种 构造 方法 , 事实 
表明 ,这 种 构造 方法 对 研究 超过 程 的 某 些 性 质 提 供 了 很 大 的 方便 . 
为 了 让 读者 有 一 个 大 致 的 印象 ,首先 介绍 Le Gall “Brown & "O3 
造 超 过 程 的 基本 思想 . Brown WES) X D 35.2.6. 

设 o Re >R Æ Holder HM. HARE (00 —0. > 

KG, 全 inf eG0,0 «Cs. (5. 0. 1) 


Bul KG,0J&3Efa x 92. 于 是 对 于 «c R", RT ULM M sx IB AE ERI 
d-r EEEE WE e t0 EA EEA 
Cov(a,,@) 一 下 (St (5.0.2) 

Hh LOS g- 阶 单位 阵 . do QU EE COR. ROPE. 

若 名 为 直线 上 反射 Brown 运动 的 轨道 , 记 反 射 Brown 运动 的 
分 布 律 为 Aldo). 我 们 知道 ,如 -几乎 所 有 的 w 是 Holder E S A 
数 . 因此 对 于 反射 Brown 32 8h 09 — S038 o BA -- T 20 eH 
高 斯 过 程 f 260, Q"). 

考虑 反射 Brown 3& BY Co G0 , 0) HO JS BS B ah BL Can toed, 
a 之 01, 它 具有 如 下 性 质 : 


在 诡 过 要 满 足 一 定 连 续 条 件 下 ，- 航 的 二 分 枝 捷 过 程 同样 可 由 这 种 构造 方法 
nkin- Kuznetsov (1995) HH lA "Markov $E "iE — 8&5 Epi P Le Gall 轨 
BAGH 思想 . Markov 录 本 身 也 是 一 个 有 意义 的 研究 课题 AI Le Gall- Le Jan 


D 妈 对 于 任何 aC Nase Aa. AERA uic acy SAKIA 
trait, VEJ. 


slid 


(DV azz0, rz Li (@ dE. EL [LE (D =a 处 有 增 量 ; 
MIS SUE SEA du +R, 520, 
[coca = | wa 42 da. 
全 
lw): = inf(z > 01 (wm) > 1), (5.0.3) 
则 S (deo)-a. s. Goo. 
在 O: =C (H4 EL) KER, oR) Eb et 
(0 P(dw,du), = AdQ (dw). (5. 0. 4) 
定理 5.0.1 PEUX, ,so 定义 如 下 ; 
QC Gand), = [P aszzGoecac 7 € CCR, D. (5.0.5) 
W) Yr ERS ABD, Pidda) E (Xs 1 My (ROEM 8. 
HB PAR RE VG A) —22 E. Brown 运动 . o 
下 面 我 们 将 逐步 给 出 该 定理 的 证 明 , 比较 直观 的 证 明 可 见 文 
献 [117] ,一 般 化 的 证 明 可 唤 文 献 149]. 为 了 完成 上 述 定 理 的 证 明 ， 
首先 需要 引 人 一 些 基 本 概念 . 取 胃 道 值 的 随机 过 程 ( 即 Markov 
蛇 )? 是 这 种 超过 程 构造 方法 的 关 仙 所 在 . 定理 5. 0. 1 将 是 定理 5. 3.5 
的 直接 推论 ， 


§ 5.1 连续 函数 的 游程 树 


EHE Markov 蛇 以 前 ,我 们 先 来 考察 连续 西数 的 游程 树 . 假 
HARR BHA, HAE 

(HI) f(0—0,3 r =r PE (0,05 , M18 O= SOS 
0,V EO. 

(H2) amE 2 天 my 出 .Fa 天 Fo 其 中 

Lp = (u E [0n] E> 0E SGo = inf. f(), 

E 了 在 [0,r? 中 的 局 部 极 小 点 集 . 

{H2) 的 直观 意义 是 f 在 任何 (0, 东 的 非 空 字 区 间 上 均 不 是 常 
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数 . 

定义 5. 1.1 了 的 粗 游程 (Craw excursion) 是 指 一 组 (x, (a.b)) 
满足 xI0,.Gd4&GO,.OpidEz EIRBI.H 

Offi — fix; l 

GDF GOT-xr.u€ (a,b). 

并 称 其 为 水 平 太 于 zz 的 游程 . 

显然 ,全 体 粗 游程 的 集 人 台 一 般 是 不 可 数 的 ,因此 需要 考虑 其 商 
HAW ELFER: lab) l'la DAM YR 
者 了 Sm .G.45 (a UB 

supa = mpfGO. — supfGo < gup/ oo 
或 者 把 C(x;(a.5)) 与 (x' (a ,5 )) 调 换 次 序 以 上 事实 成 立 . 

值得 注意 的 是 ,条 件 supp GO supp GO e X Y fi48 E. 
TERS ARRA ERIE. 但 当 耻 的 局 部 极 值 互 不 相同 时 ， 
该 条 件 是 不 需要 的 ， 

以 E 表示 粗 游 程 的 等 价 类 ,并 简单 地 称 其 元 素 为 训 程 ,下 面 
的 引 理 是 显然 的 . 

3|385.1.2 {ec Er WHE e 的 唯一 表现 (xte),(ale),b 
(2) 488 FRED BH. Ca DD PER. cece). (a,b)Cla, 
(e) ,5(e)) ,而 且 aCe) BR, be) MF A, RH emer (OREM Er 到 子 所 
有 极 小 值 集 . 上 的 1-1 映 射 . 对 于 W s€ 2 UE or (seo WEE x 
Gor) — FG Bg nE— DER. 

FY RDS 0658 (ERE R0 XR BS n AER. 在 
KELT. (eE OE W HERE. nj e MCA E 
yCe) : — supra ao CO HEM En BE OON he) — yCGe) — xte). B eo 
=9,(0), B3 (0, CO, 22). 下面 定义 E, 的 一 个 贪 序 . 

XE X5.1.3 ed CE, Ree 4H iM (ale), ble) 2 
(ale) bl, ARER x GO Sur C led eyle), Mii hte 
Ate’). dd ecce dn ecce este BS ecce" Lu Ib. eve R= 


由 定义 可 知 , 给 定 e€ Ej, BR e! ce 的 办 法 是 找 水 平 仅仅 
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ASF xe), KABE (ale) 46 COD ARAM XLI EE Cale) 06 Ce A 
游程 . 

引 理 $. 1.4 对 于 e€ Er. l3 n€ N 及 一 个 有 限 序列 (ei,es， 
se, CE, ,使 得 

bo TLA gy AI e LT epg CAT En =E E, (5.1.1) 

Eee 4AM MTF ZE (0,177.0) ;使 得 e' 一 4 特别 好, 及 序 
到 (ey ;2s) 是 唯一 的 ， 

证 明 采用 反 证 法 ,假若 有 无 穷 个 互 不 相同 的 e 近 e* 则 可 选 
取 Ey 中 的 序列 eoe eme rm xe HB ylen) GL. 
B ([aCe2 sb Cen) ] 1 > 是 严 格 单调 下 降 的 区 间 . 记 上 /了 在 区 间 [ake,) ， 
ble PM CX (BR H mle), BI S Onet) — supp, oie rt Ce) + Ml 
men) & [aleni ) sb Gu 1, Ri BL {mele basi PEFR FH 
id imle) laus BER iD DI mo 35 — 75H moa d a Ce. mM 
ble) 38 EF FARR. ARE E (a Ge ) s ME RET: PI BS i PR , UU 
由 函数 的 连续 性 和 游程 的 定义 , maxtor) f(a) > 
lim, /(a€e,)) —lim, of Cm Ce.) > max ee) se lt GO FA. 所 以 
FEARR n [Ef 5.1. ORT. 该 引 理 其 它 结论 显然 ， 0 

BEEIEILITLIMOZSILDIIDERULES ONE i ILE 
构 . 每 个 CE, RERO- EXER AGO CERF esc 
«eg E BS eo. 

本 节 最 后 ,我 们 给 出 

定义 5.1.5 Ei 的 一 个 子 集 下 称 为 饱和 的 , 若 eEF,e <e WU 
有 e CFF 的 元 素 。 称 为 端点 ,着 e EF,e<e 则 e=e 


§5.2 以 树 为 指标 的 随机 过 程 


本 节 , 我 们 由 在 定义 以 函数 了 的 游程 树 为 指标 的 随机 过 程 ， 

设 关 是 定义 在 梧 上 的 时 齐 Markov 过 程 . X TF e€ Ernie X AE 
bt). HEX 的 生命 时 为 yle) ,其 概率 分 布 律 在 
时 间 [0,y(e)] 上 与 相同 . Bec’. X SX EN MALO, 
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rte) 1 上 是 一 致 的 ,而 在 时 间 rte)? 之 后 :两 个 过 程 的 运动 相互 独 
立 . 具 体 来 讲 , 我 们 有 
命题 5. 2. 1 对 于 任何 的 eEEr,Y zcR. S 


r-t 
X i) = et D lepate, 91) CEE 一 eo) 
i-a 


F bees (0E — feu? , (5. 2. 1) 
Hd eeu, e MI ES. 1. 4 所 决定 . (Pues BM x 
4, 566,220. PORE AR BY eI e BILE 5; E GELO ar G')] 
上 相册 ,但 Bf Be eco br. 

于 是 ,CX',eE EDRR BEA BAF RRR: (OX 
KEW EHA ye SE IE. GFF J& — Aaa ATALEK 
it ARH EF HA. CE Le WM XG) XG) take’), 
iW BCX GG 42) — XCar (e')) GEOP BEES K EF iei} 
MT HES (oa 7 6o m0) d rn. 

对 于 xzE He MPT) 22001 

DG) = X'G A re), (5. 2.2) 
其 中 e= prO FIRMS. 1. 226 HD. 

命题 5. 2. 2 ”人 外 对 于 任何 的 uE Sy;T 了 是 从 xz 点 出 发 ,于 时 刻 
了 GD (一 x(e)) 终 止 的 过 程 ,其 概率 律 与 全,0<t 人 E(w)) 的 概率 律 
相同 ， 

GR usu! € £F uu! [za 是 经 /中 的 唯一 点 使 得 
FG) info fO W DG) — DS (OD DG) € [0 £07) ], EB. 
MECN D — FL CF GT t 290) B SERRE UPS CF G0 tO 
PCF GI) ,Hz0)HB E Rr. 

HEAR CODE XS AR EE GO. Ceo, GO, e 二 etw ) ,我 
NEJE FR-RJES 8E 3-54 hi ER. LET ACE 
e V ie ou :由 此 及 命题 5. 2. 1 BDA. t 

SEX 5.2.3 BUCH, HMMA, uu! €U uw su" € Do 
u Mi f& fe) = infu fC» Rl "EU. 
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下 面 的 命题 是 显然 的 . 
命题 $.2.4 DRT uE Ahaa EM Bw di. 
Dr G) =25t220; 
G0 dE U oU TUR B i fS LOCU MAU PAARS 
F 2.84 u B fG) suppen] GO Bu v" € U 定义 为 
w = supll) D UD5,u* = inf Grt OJO U», 
HH infi —0. > 
- uw. d fuf) 
i= P, BN. (5.2.3) 
W POD SDO we fle) mA oe IPG) +e) S TPG) ux 
O5 (Dv €U—:ubHBERT HE, Poet [05 fC) — f(a?) 
同 分 布 . 
下 面 , 我 们 把 映射 ur. HERE BLO BP KL. A 
此 ,需要 进一步 很 设 了 满足 
(H33&, E [0,72 PA. 
(HA) f. BA 07708 Holder 连续 性 , Bp 
Ifa) — fG)| x const |e — s|^,0 sz s.t x m. 
另外 ,还 假设 过 程 二 满足 
(H5)¢ 是 轨道 连续 的 Markov 过 程 , 而 且 存 在 o> 0. 87» 0. fil 
得 807-1. 
E|£&-—&|xca»tr-si^..€[oTrT] (5.2.4) 
BOB TLDOCOOXHAEGHCTP T BN CE. 
命题 5. 2.5 fei CHI). (CH2),(H3),(H4), CHE) FB 
(Gu € S7, n] ELTE — 35 3E je B Cor] E, RE fh B BC 
[6,=]) 仍 然 满 足 命题 5. 2. 2 P HS E LC X CD. 
证 明 以 上 | 表示 连续 函数 的 最 大 值 范 数 . Oa’ CS yur 
w'. 用 命题 5. 2.2 中 的 记号 ,我 们 有 
E|D, 一 Py SCE, — Tl + EID; — Poll. 
(5. 2.5) 
另 一 方面 ， 


P= Py = Pet SHU"), 
而 PCF +2) — PCF Qu) Cf Wi B Pe Cf Ce) +2) — Dy Cf 
Ca") RE ILC, — & eC [0, FD — fe) CAH, (EL — 8 © 
LO, f£ (0 — FC) DO I8] 4 E. FH F usu € COT], B CHAD, 
(H5 49 
EW, — Pel’ SCT) | £60 — fw |? xt CCP |e — ui. 


(5.2.6) 
f] BE 
EWP. — Pell CO A lu! — u"), (5. 2. 7) 
所 以 ,注意 到 v" € [usu J, 
E|P, — Del CO £n du — e |”. (5.2. 8) 


AY Kolmogorov 4| El Xi ,几乎 所 有 (nzE 57, J& Holder E Z eR 
数 . 由 于 EA, 在 人 0,r] 中 稠 ,所 以 可 把 D. 0E 3E dE ERO. c] E. 

命题 的 其 余 结论 显然 . o 

iks.2.6 命题 5.2. 2A Y RCO r OSCR RD au 
了 .由 于 过 程 的 生存 时 间 Fa. 在 给 定 了 下 ,车 把 了 的 定义 域 
看 盛 观察 的 时 间 ,把 过 程 T 着 作 一 个 整体 , 则 {Tsu 守 0} 的 生存 时 
间 £O SBN [8] e 的 变化 而 变化 ,二 的 轨迹 则 表现 出 伸 纠 现 篆 ， 
AML eR aH ee. Bit. a RR Markov 过 程 的 轨道 ,我 们 称 命 
Mis. 2. SBP 4 Hi BS CD. uc [0.7 DX; Markov ig. 特别 地 ,车 P RE 
3 Brown 3z zh O8 38 RZ Brown tig. 

在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 将 经 常用 到 命题 5. 2. 2 的 简单 事实 ;着 
Gi, (QOD f£ PARE ee leb] tE [0 x D, GO— TG 
=P). h TWA Holder FSH 3E (159 38 Bj E FN SR DLP, 
上 述 事 实 对 于 了 的 所 有 的 粗 游程 成 立 . 

所 现在 开始 ,我 们 约定 着 ee O=, OWE 
OE EL || (36 Sk 89. 记 Q 为 空间 COR COR, BO) E HF BE 
UAE MI). eT) =z) WRB. CT (FE CCR,, 
ROM 20H1).(H2), (H3) , (H4)}. 

命题 5.2.7 Rae Nee xc QE 是 可 测 的 ， 
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证 朋 MF TS 0,8>0,C>0, > Cto—-díif€c', 
supe fF CY ELO TJ, | OS FG | x Cle—s|*. Y e sze0), rn 
“cl* 表 示 有 限 线性 组 合 的 一 致 连续 闭 包 . RLA FE UE DIRE IM Cz O 
一 入 BUB XER" X Crack Ek EP. 

R Gn f) ER X Cra. PAR, FORO. 3E 
fy HES. 2. 5 的 证 明 中 ,我 们 得 到 了 8 的 共同 估计 ,由 Kurtz 胎 紧 淮 
SU CE BEL. 7. 2), 易 知 概率 律 Qi:- 是 相对 紧 的 . 因此 ,只 要 证 明 其 任 
一 收敛 子 列 必 收 化 到 他 有 即 可 . 考 虚 这 样 的 一 个 子 列 ,不妨 仍 记 为 
Q”, 设 其 极限 为 Q. ETE = OY. RTT] HL FI QZ 的 命题 5: 2. 4 所 给 的 
”特征 表现 人 ,(i) 设 局 = (m,e og ES OA. pK E — 
般 性 ,我 们 假设 

Pay) EE fa) A ee l fag). 

可 以 选取 e>>0, 使 得 [wi 一 Est 十 eji-1,…,s 互 不 相交 而 且 了 在 每 个 区 
E [25 — 6.5; +e] EE a ABR). Yn BBA EEE TM 
€ (1,2, pif, ED 6 uude] be AOA ME— CE HO AR i 
点 * 记 之 为 up € Cu — £u te). 进一步 ,im s =u. XX FP M n JE E 
AR A GDF Gp ee of Cae), A EU, = ft ,mil 是 
JARS. AS RU, Bees. 2. 4 中 的 性 质 5ii) HERRAR, 
可 知 在 久之 下 ,该 性 质 对 和 上 0 也 成 立 . m TEN COSA. TEQ 
Qi ,证 毕 . D 

现在 ,固定 FEC ,zxzE te, 考 虑 相应 的 过 程 ( 了 ,ww 实 0). BA 
定 a>0, 了 的 水 平 大 于 a 的 全 体 粗 游程 记 为 {Ca, Ce, BET) E 
中 指标 集 至 多 可 数 ( 当 4a 充分 大 时 ,也 可 能 是 空 集 》. 对 于 iE7， 


u0, RK 
FG; f(Ga +4) A BD) — a. (5. 2.9) 


Wa LECE BER 
2G). = inf[s, | Ioa fOe > u} — (5.2.10 


和 
Stay Cu): = Fu GO). 
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NRA foc. ARLE SoBe AT a I BETA TE S PE 
依次 连接 而 形成 的 函数 . 最 后 ,对 于 E Touzm0.(220, 4 
DG). = Toranp le bored: = PS uu). 
命题 5. 2.8 —— BSE HEREN Qo. 给 
ED ODE D. BO. u0),:€I 是 相互 独立 的 ,而 且 与 
(P? vO) PR. BP (a) zl] D 的 概率 律 是 QD uie I. 
证 明 ”由 命题 5. 2. 2 的 性 质 (i) GO 及 过 程 的 构造 即 知 ， 


35.3 测度 值 过 程 的 构造 


按照 上 一 节 的 讨论 ,对 于 固定 的 及 任何 的 yz 和 时， 我们 可 
在 某 个 概率 空间 上 ,同时 构造 两 个 相互 独立 的 过 程 (TY), OD ,其 
fg a PS VL 设 它们 共同 的 概率 为 P^. 进一步 ,假设 
(H8) 
E! supl PY) — FD, -CO.D|»-—z| (5.3.1) 
Rp CO , 门 为 仅 依赖 于 了 和 节 的 常数 ; 
(H7) 
sup E" | IFE) — yl [£323 — y| s const t. (5. 3. 2) 
容易 验证 ; 当 & RR Ra PRT RAR, 
考 虎 空间 全 ;二 CC KCR CUR, EDD. Kou du oy 0— Cf. 
e). 对 于 ER, #80 £6 o- 有 限 测度 MER 


MG f dw) = nd tdo), (5.3. 3) 
其 中 nd fp BAR E Brown 运动 的 160 测度 ,并 标准 化 为 
atsups(s) “> e) = (26) 1,8 > 0. (5. 3. 4) 


(参见 文献 [166],Prop. 3.6). HM. EEEN 事实 上 ,由 
Brown 32 5j 89 SHE PEE sn 可 以 看 成 C 上 前 测度 ,而 命题 5.2. ?说 
明了 f—Q 是 可 测 的 . 

为 定义 辣 上 的 测度 值 过 程 ,我 们 还 要 引信 局 部 时 的 概念 , 事 
EE fee FT BEER ATE, KR XC Ry ats fH), Big 
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2mm Pack ceca: ap ORO NR cR m 0 s n 


COMFY FEC Ma (o 0B CÓ Je iE SER WARP, 单 
调 递增 . 
GIS PY FEC at BAO HB vun». 
Gin ld A-a. e. Xf -F 4E XX dE fA nT We wR A 30 220. 
RATES EE 
f : gf sds = i $a M? a. (5. 3. 5) 


SI T EHET ZEN CRI COINS EE. 0E — PE UI H3 
G), GD, GO f$ A). AR 162]. 3841103. 
sup f(s) =intia > 0,/,€f£) = 0}, (5.3.6) 
n(d f)-a. 8. :而 且 对 于 ¥ £0, 


até, <la|supf(s) > £) = 1 exp| = (5.3.7) 


以 di? CA) aR t+ Cf EI Lebesgue-Stieltjes 测度 ,显然 
其 支撑 集 为 {5: fl) =a}. SFO OES a> EX 
YF a) Bs = Pate Ga» 4 € BH. 
(5. 3. 8) 
它 是 取 测 度 值 的 随机 变量 , 由 命题 5. 2. SEO 之 下 同 分 布 于 
从 z 出 发 于 时 刻 PO IE BEI 6. Eo C5. 3. 45 fR C5. 2. 0 
引 理 5.3.1 a0, 


ni) = l; (5.3.92 
ft = 4a. {5. 3.10) 
O 


由 (5. 3. 9)， 
MC 0) do [nca [aei co (2222 


= [nato [ autc Edi E) 
CHF aA) ME FG) =a 上 有 质量 》 
= Spir) a > 0, (5.3.11) 
这 里 S 表示 的 半 群 . 
E ET AM, dE IY CA eO) SUE CD (DIO) 上 的 测度 有 
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限 , 因 此 下 面 定 理 中 取 条 件 期 望 是 有 意义 的 . A. PR RE at) 
—ECÓ BL XE SE PE TE IB RG amd. ( 门 的 连 绫 性 ; 则 对 于 Y (fun 
EOY Sua ERT a 连续 的 . 
定理 5.3.2 若 0<<a<e， 
M,fexp(— tog YO zu aj = expC— OV, d, 
(5.3.12) 
其 中 对 于 u0.y€ E^, . 
Vg$ty} = MCI — expC— CY pD (5. 3.132 
在 证 明定 理 之 前 ;我 们 需要 引入 一 些 记 号 . BHA Y 产生 
的 o- BRE. 对 于 Y FEC ,a 之 0,5f C2 如 (5.2.10) 所 定义 . 记 e, 
(AUR 38,252) 25 O EARR w) > CF » of). * of) CHM Hh, 
EnF » ol P^ 2EBUJEXCT UM. cE REM om. 
PRR OY Ee, 可 测 的 .事实 上 ,对 于 SEC， 
& id) BE, EMME. 
AK[0,7D = I5 wo OD. 
Bi St Cf way 是 S MA. AY 2270 n (E f -a. e. 


KoD = lim. Lao sel, CO ds (5.3.14) 


3t—JE.M.G fF do-a. e. 
(Y. CF) = [a gd) (a) 


= conc ela). (5.3.15) 


所 以 ,Y, 是 2, 可 测 的 . E E. 2 CHA ORO 加 -可 测 的 ， 
8[385.3.3 设 a>>0, 对 于 Y FEC Casla pD El, AK 
平 大 于 a 的 粗 游 程 的 全 体 . 设 所 ,iED MG. 2. DMEM. XE LOT 

xR, 上 原子 测度 N (dg,d): 
N (dg dl) = >but o» (dgdD. (5. 3. 16) 


则 相对 于 M,; 在 给 定 I CORTE FONT 与 6, 独立 . 其 条 件 分 布 律 
是 以 lice uon Glg)di 为 强度 的 Poisson 测度 ， 
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证 明 OP OO RS Sa A5 A AR Brown 运动 的 标准 结 
果 . 在 这 . -标准 结果 的 证 本 过 程 中 主要 应 用 大 于 或 小 于 -个 固定 
水 平 游程 之 闻 的 独立 性 . 为 了 说 明 该 证 明 也 适合 该 引 理 的 证 明 ,只 
MULTE Oo AEP ON’ 与 ,是 相互 独立 的 . 而 命题 5. 2.8 的 第 一 个 
结论 告诉 我 们 在 PS 下 ,om oly EF M, 的 分 布 是 QU "o ERK 
MF fed, RATE CREP 2 与 9 是 相互 独立 的 . 因 
此 ,该 证 明 对 这 里 情况 也 适用 ,但 由 于 详细 证 明 较 长 , 故 在 此 上 略 去 . 
VER. xc ER [169 ]. B 

定理 5. 3. 2 的 证 明 借用 上 面 的 记号 ,我 们 要 证 明 : 

M,{exp(— uA HE) = exp(— Yas Vep). 
(5.3.17) 


为 此 ,我 们 分 两 步 来 进行 . 
第 一 步 :考虑 M.lexpC — OQ, | V SE). XT FECE 
们 知道 ,三 的 水 平 大 于 ae WADA BSERRERBOHOH OROÓT.GOHEUNS 
n: —nCO. WGj,80,j€ {ln) 为 相应 游程 的 区 间 , 并 取 
f= fa +0 A BDS a 
wt) = eG, +t) A Boa — u). 
财 
Mlexp{— (Yep ERL V &,) (5.3.18) 
= Qi(expi 一 (Yp) Jre = ay) 


= Qi exo(— X dR hoo ) fw + ot 
fait tj i 


= Qi exp{ — M autos — a)) | [ree o | ， 
其 中 第 一 个 等 式 可 通过 两 端 同 乘 以 fC 有 GCw。 of, HIER RR 
及 单调 类 定理 得 到 . 其 它 等 式 由 定 愉 可 知 ， 

应 用 命题 5. 2.8, 相 对 于 QI EB (e (a0 (3) ,j 1.2, n) 
条 件 下 ;过程 {@);-12,.…n 是 相 于 独立 的 ,而 且 与 wm，ofss 独 立 . 3E — 
35 co; 的 条 件 概率 律 为 Qe co 由 于 变量 wla) (a) Bw © of HAT 
测 泛 函 ( 广 固定 ) ,我 们 有 
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M.(expi — Yap 2, V ED = [D Hioc (a). 
i=l 


(5.3.19) 
其 中 


HG 0)— Qexp| — [as seo) 6 — 2n] 


= Qiexpi — (Y;a CÓ. 9). (5. 3. 200 
58 3B e, VER EF 令 

za. = inf EO Lu), 
并 对 此 定义 约定 inf — Cf. RUBER o ^ c GG E SE HT. A 可 
测 . 事 实 上 ,由 于 

w t = 005 * Yi 
Hp o GO —inf(rs ot Da SLA WK. qux je 
(Lun) alae Uh Cf) swe r1 UR CA BI 

M,(exp{— (Yr p) |) 


MATER, QD QD L8.) CH C5. 3. 195) 


471 


一 M.| exp|N^ (dgdl log CH (g vo e rf )) E 
= ex[— ['ai[ntdgya — Hg eo ef] 
《由 引 理 5.3.32 
= exp| 一 asco |a@era 一 Hiec») 
Oo 


= exp — a.u ss fadoa — Híg, oo». 
(5.3.21) 
HH WELW vee, 
þaga 一 Hlz.5)) 


- [camara — exp{— (Y, Ag, 0,8) 
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= M, — expt — Y, $332. 


这 就 完成 了 定理 的 证 明 ， ü 
以 C, Qg ITO GR R LR" ELA XE BESOIN - 


Sus ind. 


命题 5. 3.4 BV p=. NUE.) eo KE Cy CR, IT) 二 的 压缩 半 
8. 而 且 对 于 EC (RE : IER Gr VC RN IE 


证 明 
"mH 


Vip = SH — 2 [5 pas. (5. 3. 22) 
HAE X E A GE pE C, CR? ,R LO W VE CR , RL), 


Véé3) = M,C — exp{— (Y.A) }) 
< M, tY, sf) = Sy), (5. 3. 23) 


这 就 说 明了 V, XE C,COR, RD RE FE 48 06. 为 证 半 群 性 ,我 们 任意 

B 5E 0270,22» 0,28 JB M, Cexp( — (Y... 401 (4,0. 由 定理 

5.3.2, XT. y € R" RNA l 
exp{— (Y,, V.C 4?) 


于 是 


从 而 


= Mlexp{— (Ya V9 Y 0s ssa 

= M.OM,Cexpi— Yatar P?) |Y,, 
Oxrx;a-crwu)jY,.0x;:suo) 

= M,Cexp{— (Yasar HYS0x sa) 

= exp{— (Ya, Vath?) 


Fas Vol Vap) = (Y, Vapet Ma. 5, 


M AY VV .gy 一 MY, SV of). 


T a> OF HERE EI $ B9 XESETE BG Va Vp) —V. ud. 
ftu Vid HEARD RG. 3. 220. 为 此 , 先 假设 多 满足 


(g(r) — POH & Cs|x — yl aay € R. 


固定 T0. 对 于 0 所 1 所 TT， 
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jp Bexp{— Farner) 
— exp{— |'azcosaye»] | 
uU 


« nta f| du COE MOTO 一 AP) 

<= CokKr|y — z] Cr fS BE CH 622. (5. 3. 24) 
下 面 来 看 VY#$ 在 :一 0 时 的 行为 . 由 Taylor 展开， 

VO) = M, (Yi,8) 一 LM OA? + Rib, (5. 3.25) 


其 中 OR 和 MY 
T Ad G.3.4) & (65.3. 7) T MC — P400 HK, 
M LY, D= MG, $00)! + MO $ — 900,9 + 90)? 
icd, E. (5. 3. 26) 
由 引 理 5. 3. ]. 
I, = $(QY MT) = OY M,ULD? = AtéCéyY.. (5.3.27 
而 出 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 
Ts « dereli CM ,AY — $0999", 


而 
M,Q,,$ — $€y))? 
«eina [sio as 
XEN Clas) — y|]et 90) — y) 
x const tn( (2,7) 
= 4const £* (由 《HH7) 及 引 理 5. 3. 1D. (5.3. 28) 
因此 ， 
M,(Y, 8)? = 4t9(y)? + OV). (5. 3. 29) 
同 理 可 证 ， 
Rp < MY 8) x M. 1» = 24|| 齐 2. 在， (5. 3. 300 
这 样 ,我 们 有 
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VAOD = EED — 2t$C)0* + OG). (5. 3. 31) 
Bi (5. 3. 23) f (5. 3. 240 4, 6 Oct T. 是 一 致 有 界 的 ,而 且 满 足 
— 3 Lipschitz 条 件 . 因此 ,对 于 固定 的 4E(0,T] 及 任意 的 nl, 
VEO) = Vi CO, OY 
= Sem Ve Leng CH) 


— 22 Vu ven?) + OCT) 


= Sly) — 2 = 了 So om (V a pus P C? 
i=] 


+ OCT /n)??). 
上 式 最 后 的 等 式 由 归纳 法 得 到 . BRRH ndS (DBA 
界 连续 的 . 所 以 到 noo, TEM. 3. 22). 对 于 一 般 的 有 界 
连续 函数 4, AT HE SEU Lipschitz 函数 逼近 . 于 是 不 难 验证 所 需 结 
it. D 
5E 385. 3.2 和 命题 5. 3. AAH T OY, eo M DO d TES E, 
A Be AEE 25 22^ ,初始 测度 为 单 点 测度 0, 的 超过 程 .那么 对 于 一 般 


初始 测度 e 的 超过 程 ,我 们 也 有 
定理 5.3.5 设 eC Me QUO. (dz df de) E RC xe EW 


Poisson 测度 ,其 强度 为 jCdz) M. (df dw). > 

us t£—0 
Z.$)— (5. 3. 32 
LL | [Mede df du) Y, GF on o T S d 
$C pb BUR). 则 Z — CZ, 22200 RBH 6,4) EE GE A 2A, me 


测度 为 的 超过 程 . 
ur HH Boa c—-——a—acb.Kh.iem ECCO ROVER 


们 计算 
E expí(— (Zep) 


= exp[ — feao [caf dw)(1 — exp( — (¥,Cf.@).9)}) 


= exp | 一 [icai | . 


| 125* 


证 华 . L] 

至 此 ,我 们 完成 了 二 分 枝 超过 程 的 构造 . 下面 ,我 们 来 看 本 章 
引言 部 分 的 结论 是 如 何 由 定理 5， 3. 5 得 到 的 .这 是 因为 当初 冶 测 度 
是 单 点 测度 的 时 候 , 反 射 Brown 运动 的 概率 律 可 以 直接 给 出 定理 
5. 3. 5 所 要 的 游程 的 Poisson 分 布 .具体 细节 ,可 参见 文献 [116， 
117]. 

起 过 程 的 这 种 构造 ,在 解决 很 冤 问题 时 是 十 分 有 效 的 . 以 往 对 
超 Brown 运动 的 研究 ,主要 的 方法 是 用 非 标准 分 析 来 代 蓉 粒子 系 
统 和 逼近 的 “极限 过 程 ”然而 基于 这 种 轨道 构造 来 研究 超 Brown 运 
动 ; 则 可 以 更 直接 、 有 效 ( 见 Le Gall 4.19932] 1996 & RM BW xx 
章 ). 实际 上 ,我 们 可 以 用 这 种 构造 给 出 以 往 有 关 超 过 程 及 其 占 位 
时 过 程 支撑 集 的 Hausdorff 测度 与 Hausdorff 维 数 ， 

为 了 便于 应 用 ,再 来 考察 超 Brown 运动 的 轨道 构造 . 接 本 章 
引言 中 的 讨论 RMA 

命题 5.3.6 XIV Or Fr) — 9G) 9) c0, 
则 

DF KED =c M W aO =W a) .Q'-a. s. 

GDE KG. =0, 0) W CO E Win HE fà xr. 

DÉ 4A — KGr.s)«ce,k HK OOK MEAD TH — m 
(WO). Wis), WC)) 的 联合 密度 函数 为 

1 
PCL u.c) WORSE 

Hop f= 3+ 2h 4, Cka A ka) — cR A&,)! — cli —cki, H= Ce? — bm, 
— gY + tet — G4 A E) Ge, — 22? H C — RO Cr, — 205 — 2 GR, — E GR 
AG 2) * Gr —2) oh — cO A D Cr, z) t Un, — x0 ~ 
2 Gck,— k Gh Ak) Ca, — 22 * (,— 20. XC HE k A e i min [b es). 

证 明 OG). AH K Ga 0, RAF EW GO — EW GO AM 
(5. 0. 2) 式 得 EOV, —W.)! — 0. 由 此 知 结论 成 立 . (ii 和 (证 ?由 直接 
计算 可 得 . t) 

对 固定 的 co. E 


"1826， 


exp| — z7 1]. (5. 3.33) 


EL? t 


(s ECs) = tis SC HC, 


I2. (ns€ LB SURE ®HBMRKEA). 
则 在 AGEL 至 多 有 可 列 个 点 . 对 Y nos € 123, 定义 如 下 


SMER oes K (5,15) 9G)0—G). 4 E? L2/—. BB 
前 面 的 构造 和 命题 5. 3. 6 可 证 

命题 5.3.7 WV (0,2. 5. -P, 

SK w)) = (wG),s € EP} = twi) € TP}. 
(5. 3. 34) 

文献 评注 :本 章 的 主要 内 容 取 自 于 L117Jj, 这 里 我 们 把 扩散 过 
程 换 为 更 一 般 的 清 足 条 件 (H6)(CH7) 的 Markov 过 程 .在 我 们 的 证 
上 明 过 程 中 ,增加 了 一 些 直观 说 明 . 可 以 看 到 ,这 种 Brown EH ES 
法 ,一 方面 用 到 了 反射 Brown 运动 轨道 的 二 分 枝 人 性 ; 另 一 方面 用 
到 了 底 过 程 的 轨道 连 钙 性 以 及 示 方 莽 的 一 个 估计, 如 (0H7). BR, 
这 种 构造 有 很 大 的 局 限 性 ,Le Gall, Le Jan 等 人 近期 的 工作 在 这 方 
面 基 一 个 突破 . 其 研究 结果 表明 ,Lévy 过 程 可 以 实现 分 枝 特 征 的 
一 般 化 (参见 交 献 -122]), 但 构造 -一般 分 枝 特 征 超过 程 , 仍 有 一 上 段 
路 要 走 . S. Watanabe 在 [210] 中 说 明之 分 枝 率 函数 为 正 的 情况 下 ， 
Le Gall 的 构造 扔 将 适用 ;其 主要 思想 是 用 时 间 变 换 把 它 仍 归结 为 
常 分 枝 率 的 情况 ， 

景 后 两 个 命题 是 初等 的 .但 很 育 用 . 摘录 于 唐 加 山 的 博士 论文 
[187]. 
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第 六 章 X Brown 运动 


本 章 重点 讨论 超 Brown is 3j. 一 般 来 讲 , 若 底 过 程 是 Brown 
运动 ,那么 取 值 子 a 维 欧 氏 空 间 上 的 测度 值 分 枝 过 程 均 称 为 超 
Brown 运动 .然而 ,分 枝 特 征 的 一 般 化 会 使 后 题 变 得 复杂 , 因此 ,为 
了 简单 起 见 ,我 们 把 超 Brown Aa RE ARETE 上 有 限 测度 全 
B Ms UR?) (或 组 增 测度 空间 M CR. pd LE TUER. 4d- 维 标准 
Brown 运动 ,分 枝 特 征 为 Vz. AD =A HARB. ERR 
$3. 4 中 的 讨论 知 , 超 Brown 3& z/ dé 28 Markov 过 程 . 

超 Brown 运动 是 超过 程 研究 的 一 个 “样板 ”. 对 它 的 研究 可 以 
为 一 般 超 过 程 的 研究 提供 一 些 基本 的 思想 和 方法 . 我 们 先 来 考察 
测度 值 分 枝 过 程 那 些 问 题 是 值得 研究 的 . 

首先 ,由 于 测度 空间 是 一 类 特殊 的 距离 空间 ,我 们 可 以 把 测度 
值 过 程 纳入 一 般 过 程 论 的 框架 内 来 探讨 . 有 关 随 机 过 程 方面 的 问 
题 同样 对 超过 程 也 是 有 意义 的 , 例如 ,过 程 轨道 性 质 .正则 性 等 经 
典 问题 已 经 被 系统 地 研究 过 ,特别 是 在 Markov 性 .转移 概率 、 进 
A (entrance law) .位 势 理 论 ( 过 分 郴 数 . 不 变 画 数 ,与 微分 方程 
的 联系 等 ) RE RRP RSA MSH Re SRA. 
已 经 形成 相当 完善 的 理论 . 但 是 在 随机 过 程 的 一 般 理论 框架 内 ,人 
们 自然 地 把 随机 过 程 想 象 成 空间 运动 的 “点 ”而 测度 值 过 程 更 有 
意 广 的 问题 在 于 “点 ”所 蕴含 的 内 容 , 因此 ,在 考虑 测度 值 过 程 应 该 
把 它 看 做 一 团 “ 云 ” 基于 这 种 理解 ,测度 值 过 程 就 有 很 多 上 血 具 特色 
的 问题 . 例如 ,相对 于 底 空 间 参 考 测 度 的 绝对 连 镇 性 与 奇异 性 、 局 
部 结构 .Palm- 分 布 等 . 

超 Brown 运动 已 经 有 过 比较 详尽 的 研究 ,有 关 文 献 很 多 ,其 
中 D. A. Dawson, l. Iscoe, E. A. Perkins 等 人 的 系列 工作 ,为 超过 程 
万 至 整个 鱼 嵌 值 分 枝 过 程 的 研究 打下 了 坚实 的 基础 ,并 所 人 殿 了 许 
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BARA EMA. 需要 指出 的 是 超 Brown 运动 的 许多 结果 二 
EJ HE DOF BS Dy E BY) , I IE BR HE RUPES E Y — 
门 比 较 陌 生 的 学 科 . Le Gall 的 Brown MRS 384/148 De T — 08r 
途径 . 实践 证 明 在 同类 问题 的 研究 中 ,利用 Le Gall 的 构造 方法 去 
解雇 问题 更 有 效 、. 更 直接 . 可 以 相信 用 该 方法 完全 可 以 重新 证 明 已 
有 的 结论 ,是 很 有 意义 的 工作 . 因 篇 幅 所 限 ,本 书 不 重点 论述 超过 
程 局 部 结构 方面 的 结果 . 有 兴趣 的 读者 可 参见 文献 [29] 及 Le Gall 
等 人 最 新 的 系列 文章 ( 见 书后 的 参考 文献 )， 

FRET ARMAND Bit KH RM Brown 运动 几 个 方 
面 的 性 质 . 


$6.1 超 Brown 运动 的 半 群 及 其 相关 估计 


考虑 非 线性 发 展 方程 : 
a.c) 一 L Aut.) 一 ul? ux) (tsa) € (0, 十 oo) x Ru 
AUT) = fix), 
€6. 1. 12 
KB =w S € CGU. d AR EE S ARTA. IER ERR 
为 强 解 . 相应 好 , 称 非 线性 积分 方程 


V,fG) + [stv. FP as =—S f(z) 6.1.2) 


的 解 为 方程 (6. 1. DZ mild- 解 ,其 中 S, Jé Brown 运动 的 算 子 半 
群 . 38.5865) mild- 解 之 间 有 如 下 关系 

定理 $. 1.1 MẸ SC pbCCR), 则 方程 (6.1.1) 上 共有 唯一 的 
mild # V.f. 如 果 JE pec" CR) ,那么 六 是 强 解 .反之 任 一 强 解 也 
E mild 解 ,因此 强 解 也 是 存在 唯一 的 ， 

证 明 Mild 解 的 存在 唯一 性 在 $3,2 中 已 经 证 明 . 当 上 GE 
peC (RE 时 ,出 方程 (6. 1. 2) 及 Brown im sh B de E UE OE IE. 
Ba VF € C Qoo) (10 GU ,>0. 从 而 它 也 是 强 解 ， 
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RUR, A u 满足 方程 466. 1.15. XU 
wy: = 5,f — [S ath Gy 


满足 


tu, = + Aw, — y A, 


I ifj s w= [eter] B. us — s = 0. 所 以 由 热 方程 解 的 唯 
一 性 妆 一 mu 一 0( 和 参见 文献 [36]) ;从 而 RAD RECO. 1. 27. 

我 们 知道 ;方程 (6. 1. DET CRD E — 1 dE £& YE E EE 
VS. E SER S, EPI. 

引 理 6. 1.2 BFC pCo GRO WE OHA SAM FAA 2 
0 成 立 : 

《DT F220) 

GOSS, f —V, f£ «uS, fF; 

GV fee" S, f 

Gv VV AISA eo cp FI ne. 

TEAR OAIE €i. 


[ren = LAU G,2)— UG xD. Gu) € (0, eo) X RU 


UW, =f Cr), 
(6.1. 32 


BO gGO- |u| tt. 同 定理 3. 2. 6 之 证 明 , 可知 其 解 存在 唯一 , 且 
U, FL 08  U SS, fOr oo). 

HEU 非 负 ,采用 反 证 法 . 假若 结论 不 真 ,注意 到 UU.E 
C, GRO ,我 们 可 选取 充分 大 的 TRB EC IER. XR 使 得 
U, r = miniU, (2) tr € (0 TO XR) <0, m A Goor) Æ U 
小 负 点 . TÆ Ù, G0 — 0 AU, Cro 20 fH 

0x gQU, Cn) 一 U, Cn) — 1/2AU, (ao) & 0, 

3 8 AU. 3E fh. 当 UAE. CG. 1. 3? 即 化 为 (6. 1. 0. 再 
由 方程 解 的 唯一 性 可 知 结论 (i 对 于 fE pC (CRY) 成 立 , 由 于 


, 1307 


CORE C CROP R.A AME st FH fe 
pCo GR?) RL. 
cre) 
0« Sf — Vf f 5,- [Sf] ds 


xz [s.s Pts Jensen 不 等 式 ) 


一 S, 
Gi) E Je EXE BI OV SSS FCU FIL; mc MW, =S, 及 
w SW, EE re): —V.f —z£o G2 220. 事实 上 ,对 于 SE pC 
CR?) ,re 满足 
[ro = l/ZZwG) — ewlt), 


wO) = f 
UL E vii 
t) = 1/2/02 — cv) + [e — CLP? V... 
lo = 0. 
AA mi Ay 3n 


v(t) = Pw, te — (ty. ds. 


因为 Vf 和 er 所 以 o GO. 
(iv) (6.1.29 SS BS fbit E IV FC x Am B 
13, V. f Cx) | = CEMAES) | 


+ [apte — sen Fo dyds 
« yif ots ldy 


士 sup MIVA . rel’ | fa, pce — sx, y) |d yds. 


(6. 1. 4) 
注意 到 supe c ol V. £C A 
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du ptt ayy) | (aO 77" C|x — y|/DexpC— la — y[*20 
Ct ti expt— |e — y|*/30, (8.1. 5) 
Ry f8 Gv). 口 
注 6. 1.3 Tscoe(1986) 在 文献 [93] 的 附录 中 曾 试 图 用 纯 分 析 
ao oy ee aE BBE RE FRE V, OSE i PE {EH GE B at E h A E ak R E 
RAK. 这 里 我 们 用 相同 的 思想 ,通过 引 作 函数 g, 给 出 了 该 结论 
的 一 个 简单 证 明 ， 


$6.2 BH Brown 运动 的 占 位 时 过 程 


在 84.4, 我 们 引信 了 一 般 取 有 限 测度 值 超过 程 的 占 位 时 过 
程 . 现在 ,把 这 个 概念 推广 到 取 组 增 测度 值 的 情形 - 


6.2.1 缓 增 测度 值 空间 上 超 Brown 运动 的 构造 


在 § 3.4, 我 们 利用 粒子 系统 逼近 的 方法 直接 构造 了 组 增 测度 
鹤 闻 上 的 超过 程 .实际 上 ,也 可 以 利用 超过 程 之 分 枝 性 ,在 了 有 限 
测度 值 过 程 的 基础 上 来 构造 取 缓 增 测 度 值 的 超过 程 . 这 样 佑 的 好 
处 在 于 不 仅 保 持 Laplace 泛 函 不 变 , 而 且 根 据 这 种 构造 方法 ,也 使 
得 我 们 能 够 借助 有 限 测 度 值 情况 下 的 结果 去 认识 和 理解 取 无 穷 炙 
Hr d et a TEE ©. 

ix 

U,,— ix € RRS xl! Ce +L} ka 052.7, 

W (OU hs F8 ER XE WAR = UU. 于 是 对 于 任 一 测度 
LEM (ROR ESR a BU, LAR. uns BR 上 的 
有 限 测度 . 根据 已 有 理论 ,我 们 可 以 在 同一 的 连续 轨道 空间 C (如 ， 
MO) E ME LEA js 为 初始 测度 的 超 Brown 运动 , 记 为 {Xt， 
P^). BORE RG SS — FAG OR 316038. Brown 3e 89 (Xis P^. 定 文 


C) 本 小 节 的 讨论 是 仅 对 超 Brown BHT I HARARE - 般 超 过 程 - 
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X, = x. (6.2. D 


kep 


我 们 有 

命题 6. 2. 1 (6. 2. D A HE ECCE ME BE RI CM, CR“) rh 
是 收 伍 的 ,其 和 属于 M,R). 

证 明 借用 $1.2.6 中 的 记号 , 仅 需 证 明 对 于 任 一 非 负 EE 
K , 正 项 级 数 SY” OX foo ais. 事实 上 ， 


POS CX P= SY PAK, fF) 
点 二 让 上 = 


= laf = af) Loo, (6,2.2) 
k—ü 


WF 5. 
进一步 ; 易 知 
命题 6.2.2 (X P" Lieu un I Laplace Z7 ai y 
P*Texp(— (X: p) ]— expC — GG V4290 9€ RK, CR), ne M, CR). 
(6.2. 3) 


这 里 V, KOC) LER. 由 如 下 方程 类 定 : 
u(t) = LlA«o — uA (,u(0) = d. (6.2. 4) 


因此 ,XX, 是 以 为 初始 测度 的 超 Brown 运动 . 

注 6 2.3 出 方程 (6. 2.4) 给 出 的 天 CR) 上 的 半 群 . 它 限制 在 
5C (CRA 上 是 取 有 限 测度 什 和 的 超 Brown 运动 半 群 . 

前 面 我 们 在 函数 空间 CeCRe) 上 ,已 经 简单 讨论 了 非 线性 半 群 
V, 与 之 间 的 关系 .车 在 函数 空间 KROES REBAR 
有 

命题 6. 2.4  Wid- ppc pK, (RO. fm HR 

m leE 一 E R, 
则 
„im | ^S, = pim lel VAC) =f, 

证 阴 ”由 Fatou S[ Xl lim inf, .lzl/*S elo! FAR 
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TRAE GA.XHE—ISIEOUI1/2.pR AERE = BUBB, ASB: 
={yeRsfa-yl<7lz|},. B=. 4 vyEBR Aly |S 
(0—32|z]. 3E e 0, XE E K BMF yl BEK ly loys 
ite. WA lr >K BE.ix|^S4 GO mht, RB 


I= n bila — XIxl/IyDAGyPeoodysz (0 — m "d+, 


I, 


[xl?[ pt — 09 00d 
` B, 
A |x |^(4z2). *"expC— Fx / At) (Pll ’ 


i || 4l, = NC FA JE lim sup f; S C1 — 9) ^ +e), 
lim sup: re 天 一 0. 由 ?7 的 任意 竹 即 得 


lim sup | x |^S,4 x2 s £L, 


A limo [x^ S C2 =e. 
往 证 第 二 个 等 式 . 由 于 SG SV po), ALL 

lim sup [x PV dla) xs IL. 
51 —35 Ei H8 81 286.1. 2GD S V GO Z4 GO — 1S, Ce. 同 前 面 的 
证 明 ,我 们 知道 

lim |x |S, C0) = P, 

Bir EA 

lim inf | x |"V,4 Cx) zd, 


iz |— 


从 而 lim) pec |e PV pC) He. ü 
命题 6. 2.5 d pod. 4CK,COU Blim).|. [x ^d Cr 

在 ,那么 对 于 所 有 的 070, FE p> 08 0E FOE LV — v 

«89, Hh 4, G0 — OT le)? FAS, 代替 V, Ede UA IC 
证 明 首先 我 们 把 问题 简化 . 由 引 理 6. 1. 2 知 ， 

Vig — 4| « IV. — Sid] + 1S, — | ES 4 — gl. 

Fk, RILA S 证 明 结论 成 立即 可 , 由 于 o/s, 是 连续 的 且 在 

无 穷 远 处 极限 存在 ,因此 对 于 任意 6>>0, 我 们 可 以 找到 它 的 一 阶 
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导数 有 界 的 一 致 05 IB GE XS XX 多: ph Wid—¢l =¢, 
|dn — G/B, 108, T Æ 
IS — ¢|< LS. — 4| + [SZ — 41 + 19 — d 
< iS, — 9| + 88,4, + 8. 
由 此 看 出 RiT A uE BH 24 o ROB BS V glet Ce 为 一 个 常 
数 ) 时 该 引 理 成 立即 可 .这 时 ， 
Sila) — dx i<| Í + j. 十 NETTES IgG — 4G Id y, 
其 中 
B, = (y € Æ| — y| « E), 
B, = [y © R^. x fe — yi £ Jrj, 
By = {y E RR :Ir |e — yl}, 
并 选取 7 使 得 | lvl eG dy 充分 小 . 
对 于 给 定 的 0 和 是 驶 小 的 1,B 及 Be 上 的 积分 可 由 部, 控 
H. 而且 对 于 |z| 之 2 总 上 的 积分 同样 也 由 部。 控制. 再 注意 到 S, 
FETE SEH TU Fla) 2, et BBP aT, | S4 — 9€ | 
AB E 0S. Bob LE Gs |e 12 ER ERS PW, TE BOO dir 
计 对 于 所 有 rE 成立. D 
56.2.6 对 于 了 >0D, 存 在 常数 CT7)>0 使 得 对 于 所 有 :EE 


[0,7 ]- S, C T hp 
证 明 ”对 于 5 一 1; 由 命题 6.2. 2 我 们 可 选 了 以 及 整数 n0 zT. 


使 得 对 于 ztE[LO, 了 了]. 
5,4, = Sin) Hy = 《1 十 6)"$, -— 2*$,. 


因此 取 CCT) = 2" 即 得 所 要 结果 ， |. D 


6.2.2 丝 增 测度 值 空间 上 的 超 Brown 运动 点 位 时 过 程 
BH TE FR ff] He EM RA 38 EHE S BEER Brown ie 89 BS d BEST at 


(D 称 函 数 uiu gh e NONE Lin RF AHR Alsi 在 定 
KERR. 
| 1355 


8B Y. 
Qu. = f (X dods,$ € K, (Ri). 


由 注 6. 2. 3. 88 Brown ja 38 JG 16 AR dis 25 AA, DR RA 
Ad) 3 fe BD ER RE — FEBO BS UOCE RE 38 E HE | Brown 运 
动 ; 由 定理 4. 4.2, 我 们 仍 有 如 下 (X,Y,) 的 拉 普 拉 斯 表现 定理 . 
系 6. 2.7 LEM G) p gE K, UR)» Wi 
P*Texp(— (X,,40 — (¥..6))] = expl— Cp UY), > 0. 


(5.2. 5) 
RR UNO R Sn P 2r mild fif : 
(2) = Aut) — wt?) + 4, 
(6. 2. 6) 
u(0)5 = g. 
fp BEBE 2E 4 9€ D(A) D] U (JO J& E EL ZR BO S PE. D 


6.2.8  Iscoe(19860 09 Fg 3& S BL AF E SR T GB IE M Trotter- 
Lie 公式 给 出 了 上 述 推 论 的 一 个 直接 证 明 . 超 Brown 运动 占 位 时 
过 程 是 一 个 研究 很 多 的 问题 之 一 . Iscoe 首先 开创 了 这 方面 的 工 
作 ,后 来 又 有 很 多 人 从 事 这 方面 的 研究 . 

引 理 6. 1. 2 及 命题 6. 2. 4,6. 2. 54] BL AS FH T 3E £X EE SE BE V, 
的 若干 性 质 . 当然 有 兴趣 的 读者 或 许可 以 给 出 更 精细 的 结果 .更 好 
AAT RA OR RE Ae A. D 


$6.3 超 Brown 运动 的 首 中 概率 


本 节 ,我 们 考虑 有 限 测度 空间 上 分 校 特 征 为 re = e 
Brown 运动 . 

设 A 是 一 个 只 B Broe FE, S Trsinile>0,X (A> 0) 
们 称 此 为 X, 首次 负荷 (charging) A 的 时 间 . 再 令 Taint (2770, 
supp (XD) 门 4 关 如), 则 称 其 为 XX, AA (hitting) A 的 时 间 . 由 定理 
4.3. 2,X, 关于 MrkRz) 的 弱 拓 扑 是 连续 的 ,所 以 Ta 相对 于 天 E 
成 的 自然 2 13 1 28: ABRAM. BIE 了 4 一 了 4 a s -P 
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id (B, POR" 上 的 标准 Brown 运动 ,定义 它 的 首 中 时 ra= 
inf (£220, B, € A]. Ke JE AERA. OR PCT —0)—1. 这 里 
P. 表示 从 工 点 出 发 的 Brown 运动 的 概率 . 并 记 A' XS A 的 正则 点 


的 集合 . . 
命题 6. 3. 1 对 于 任意 PE MEG ,车 suppGO () A' —  . Wl 
P'"(T4—0)—1. 
TERA h Le Gall 的 起 Brown 运动 的 轨道 构造 易 得 . 用 粒子 
系统 和 逼近 方法 的 证 明 , 请 参见 文献 [224]. 口 


上 述 定 理 给 出 了 一 个 类 似 于 Brown 运动 正则 性 的 结果 . 下面 
我 们 将 进一步 研究 当 supp GO NA =A K psp 9 A dh. 为 简单 
想见, 设 有 =B800,a) ;其 中 BC0,a) 是 一 中 心 在 原点 ;半径 为 a 闭 
BR. 

下 面 的 结果 给 出 了 人 的 分 布 . 

定理 6.3.2 WE x € BG, 22 4270, BU] 

PUT, Tt) = exp{— u@.x)), (6.3. D 
Kp v(t, EMT AER Wb 29 E E — 8 


Ee uc) = Au( x) — wG.z),z € BG.) 


u,a) > 00, | |x|—a 270. 


wR OR Y,— | Xds i X, 的 占 位 时 过 程 . 任意 固定 的 029 
0, 它 是 一 个 有 限 测度 . 对 于 整数 C 0E 


0, lz| S&a, z| atl, 
n n(|x|] —o 0D. aZ |e| xad 1n. 
a) — 

1， at lin< |r| <n, 


ati-—|zl. n«|x]| &n- 1. 
TARA) EIET n 单 增 且 具有 紧 支 捧 的 连续 函数 ， 
由 推论 6. 2. 7 ,我 们 知道 对 于 六 >0， 
Evexp(—  ((Y,,0$,52 = exp(— Gg. [x2 0), (6.3.3) 
其 中 we. Gia E 
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at (6. 3. 4) 
zt) = 0, 
为 完成 定理 6. 3. 2 之 证 明 , 还 需要 如 下 几 个 引 理 . 
引 理 6. 3.3 wi Gr XT Ont 是 单 增 的 . 
证 明 由 i! 吏 } 的 单 增 性 和 方程 (6. 3. 3237 18. 口 
RIEG. 3.4 wesc) must. x) laa), MH] ee, 2 R, E 
Fee BH, Bea Ae — 59 RE GB mild S0. 


jee = Ault, zc) — ulta) + 04A 0r); 


ua) = Aun) ~ sn) Über 6 9 6, 


aco.) = 0, 
证 骨 对 于 任意 固定 的 6， 


wn (xr) — Psi. eds 十 Seaas 
IH] nD 


x. gr. 

出 单调 收敛 定理 知 极 限 ug, Er) >u n F E. walt cK Oat 
的 单调 性 显然 , BE te ET tee EGS. 3. 5008 
mild #. 进一步 ,容易 验证 它 也 是 弱 解 . 0 

35|386.3.5 Fla | Za. 2) 00 (9-00), W T f£ — ant 
a; 存 在 一 个 常数 Cla EIB tes, te) SC (ag) sug ts x SC (ag) ax 
EBO) fon Mi. MA. RB BCO aD E ou lt, 2) aw (tc 
29) FEE iu. (ta Ji Jr ECE. 3. 2) ERR FRE. 

HEAR 先 证 明 引 理 的 前 半 部 分 . 

X |e |a R A x € 4A', 于 是 由 命题 6. 3. 1.Y, CA) 770 a. s. 
— P*- , Ji (Y, 4.2270 a. s. — P^, 

Ekexp(— iY, dp) — 0(0 — oo). 

HI 2: 3k C6. 3. 3), 

ugs. r)-— logE*-exp( — CY,,06,)) — coo — co), 
BEAR 1422). v 0 BL up co (9-7 02) BIDS BAAR. 

Mdb x[szasa. RNA 

0 «us, xc) 
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=— logP*expC— <Y,,64,)) 
== — log( P^: ((Y,,04$,) = 0) 
+ P*QxpC(— (¥,,66,)) Y,,$) > 0) 
so — logCP^ (4Y,, 6$, = 002 
<— log(P*:(supp(Y,) C BO0,a))) 
= — log (P*¢ L).<,suppCX,) C &(0,a))) 
< log P^ (X, AREH AD 
二 一 log(exp(— a^?w(a |x))) h GEHE 11.2. 0 
= atula lr) Sa u(a aD, 
其 中 ztz) 是 下 面 方程 的 唯一 解 : 
[AuCr) = wt Cr), x € BCO,1); 
luo > 00 Jal. 
取 Cla —a ala lag) WISER TAG) KBE. 至 于 验 
证 us. xD E BR. OO PH $C €CUOO0,00) XB 
(0yan)) 考 虑 即 可 ,而 这 由 《6.3.5) 及 控制 收 化 定理 立 得 . B 
到 目前 为 上 ,我 们 已 经 证 明了 wx 是 6. 3. 2) 的 弹 解 ,更 进 一 
步 , 我 们 和 希望 能 证 明 它 也 是 强 解 . 我 们 将 逐步 达 些 目的. 
S[36.3.6 任意 给 定 了 >>0:aosa 则 pos 一 ar 和 了 一 
us. (0+ 00) dE [0T x BC a) E d& — Sie MM. 并 且 us E [ 0,09) 
x BG a ES. 
证 央 对 于 任 一 固定 的 9, 由 引 理 6.3.3, 如 上 nn 之 m 则 ee 
ugm 因此 


A tant st) — thay (bo)? — Seen toa) — us x) 


«6, 3. 6) 


一 ud s Vr) — Uhm ET) = 0, 


所 以 ,由 极 太 值 原理 ( 见 引 理 11. 1, 1)， 


|p, r} mm Hos (ts) | = SEP [tan CT sr) na Bgm (i ox) I. 
x Say 


BW. ABBE wo., 是 关于 原点 旋转 对 称 的 . 因此 ， 


sup [gs fst) — 了 人 | = [ues uen? — usu nl. 


|zl=ay 
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zy € 3BCO a). f Cr | M6. 3.4, 得 到 us Gm us Gc) Gre oo TE 
[0,7] BCO.a,5 E 8 — Pr PE. 26 (E Br. $2 4] PI UE weer) mus Ct, 
x)(8—oc)fE[0, T] X BCO a) E B8-— SE. 证 毕 . 日 
56.3.7 wt TEC 0,99) (1C? CBCG a2). 
证 明 RAER volts) E CLT DAOC CB CO, a) T> 
0,ao<a. TE[ OT ]X B(O a.) PS 1B Jr C6. 3. 4), 由 方程 解 的 唯一 
性 知 zw,; 必 满足 如 下 的 边 值 问题 : 


Žuta) = Ault) 一 ut(t.r), (f,r) € (o, T) X BIO, do): 


uC0,x) = 0; 
UCET) | ce ancora) = Uns X2 Deine 
(6. 3. 7) 
显然 ,该 方程 等 价 于 
u(t,r)-— v(t.x)— NEM — eG, y)sdy, 
(6. 3. 8) 
HP ott 2) RE 
Sux) = Avli,z), 
(6. 3. 9) 


vig, r) —0, 

vit xz) | aco a, = ugs x) EE SL, 
MA gry ALOT] BC0,4o) 上 的 格林 函数 . 由 Picard 3E fX, 
易 知 方程 C6. 3. 8 Tz dE DE — RR. 由 文献 [36],(7. 3) ,pp. 270—271, 


vC. x) n] Lam A 


p.c) 一 - 一 vis, yD, gT, yst nu 3)dsd y, 


2 JGA) 
(6. 3. 10) 
其 中 D, GEGRORE ELO T 10 3B CO aD BB Fe 1S £27 HE SP Coo 是 一 党 
Br. 由 (C6. 3.8), (6,3,10), 91 886. 3. 3 一 6. 3,5 及 控制 收 化 定理 ,我 
们 有 
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O «cuu x) 


Ws. Dg Cryst — sdsdy 


s f 

2 J [n.ocaBto a 

-Í Br. yt su Gy dsdy. 
[0,2] X BtC.a,) 


另外 us xEL0 20) X BO a) EA SERT S 1B ERA 
项 的 充分 光滑 性 , 即 uo € C (Q0,T DXC*CBC 2,2). 

再 由 极 大 值 诛 理 ( 见 引 理 11.1. D. 

5|386.3.8 uo EREHE. 3.2) 的 唯一 正解 . 

引 理 6. 3. 2 的 证 明 . 实际 上 ,由 以 上 引 理 ,我 们 只 需 验 证 
(6.3. DA I Sr. HF ee BO, 

PhD. >t) 
= PECX A = 0D 


= P [ X,cAdas 一 o) (Hp X, 连续 性 》 


一 P^ exp| 一 [x.coes| ,| XA - o 
n 1 9 
= P| limexp| — af x, cos] | 
= lim£P?^exp(— ¢Y,,@1a)) 
Br 
= lim lim P*-exp(— (¢Y,,64,)) 


Bs mec 


= lim limexp(— 4&,t,x2) (由 引 理 6. 3.3) 


feo neon 


= limexp( 一 ult x)) 《由 引 理 6. 3.4.6. 3.5) 
= expl 一 u.G,x)) (H5 E 6.3. 5). 
若 在 定理 6. 3. 2 中 令 ro , Mi 
定理 6. 3. 9(1scoe (1988,05). iit rE BCGO 22 £70, W 
PUT, = co) = expl — utr)}, (6. 3. 11) 
其 中 ztz)7 是 如 下 奇异 非 线性 方程 的 唯一 解 
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mE ee TERR 


Au = wt}, TE BO, 
(6.3.12) 


u(x) — co Hj |r| > a. 

.EX Iscoe 的 结果 是 定理 11. 2.9 的 一 个 特殊 情况 .而 后 者 的 证 
明 不 依赖 于 本 节 的 内 容 . 因此 ,尽管 定理 6. 3. 2 的 证 明 中 用 到 这 一 
结论 ,其 证 明 过 程 仍 是 有 效 的 . 

注 6. 3. 10 由 定理 6. 3.9, 当 初始 测度 e 的 支撑 与 有- 一段 
PAN. X, 以 正 概率 达 不 到 DEM ERE DEI] D. 

在 本 节 的 开始 ,我 们 给 出 了 两 种 首 中 时 间 的 定义 . XX PS Eh E XC 
源 调 了 {Xswo 不 同 草 面 的 性 质 , -一般 来 讲 , 它 们 有 很 大 的 区 别 , 其 
简单 关系 如 下 ; 

注 6.3.11 ZU Dew GP). 

GOT pT psa. s.-P"; 

GOA DR Lebesgue Wl BE ASW T= o,a, s. - P"; — JF 
BE de3.H D= SM P"UD'u-eo0L0; 

Gi XP D XP EX dl 4.a^'—mOD—0;md-t, 


E 
—mCD)-— 0. Ml To =T's a. s. -P pm CORIR 


[log = 
xz 
Hausdorff? 3j HE . 

其 证 明 见 1992 年 赵 学 雷 博 士 学 位 论文 [223]. 

注 6. 3. 12 Tribe(1991)°°7 gg 8] T 48 Brown 3238 0X... 956 
Hd SC(X,) 是 几乎 处 处 不 连通 的 ,但 具有 Brown 运动 轨道 的 
Hausdorff 分 形 维 数 及 Hausdorff Wi BE p Me CB We AR [ 29. 156] 
等 }. 一 方面 ,通过 对 比 不 难 发 现 , 超 Brown 38 oh 4E [8 xg AY 0| c PE 
集 的 几何 性 质 与 Brown 运动 的 轨道 的 几何 性 项 有 很 多 相似 之 处 . 
另 一 方面 ,它们 及 的 确 有 许 驳 本质 上 不 同 的 性 质 ( 和 参见 文 献 [8]). 
无 论 如 何 , 我 们 可 以 通过 类 比 Brown 运动 来 研究 超 Brown 运动 的 
部 分 问题 或 预见 有 关 结 果 ， 


$6.4 超 Brown 运动 关于 区 域 的 首 中 方式 


设 刀 是 一 个 区 域 .本 节 研 究 趋 Brown 运动 在 Tp 时刻， 
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SCX; ND & ft^ rMAS. 

记 VolCD)28 D HB. d D ROGIECRL S 
了 的 表面 积 ， Bd zi 
DHMFANTR, SX d—1. 
id d(z.y)=|la—y| SV s0.xm X 

DY, = (ir € R'd(z,D)«s) 

DDR 中 的 开 集 ,对 任意 集合 4, 令 并 4 表示 集 ARATE 
个 数 ， 

M641 WDC BR). DEL, WR FAAR 

Vol(DO s;c(D)s, YOSE eO», C6. 4. 1) 

其 中 FDI 和 e CIO dE H 5S ERA DEKH e 

fn, 24 d—3. 8 Bi BOO — (€ R'id CO ar). A 

Vol(aB'»- VolCB(0,7 + €)) — VolCB(O,r — €) 


ACID): 一 


= Smrr2s 十 Tae. 


由 此 可 知 aB C V. 
一 般 地 ,容易 验证 车 CR 是 边界 为 CH AFR RA 3DE 
Ao 本 节 我 们 要 证 
定理 6. 4.2 RDEB RAF, DE. dle. D)>0, 
则 对 Ad CR?) EAE Brown 32 5H (X: eo 
PCH OSX) 1) D x52: 100) = 1. (6.4.2) 
为 了 证 明 该 定理 , 先 证 明 几 个 引 理 ,采用 第 五 章 引 言 和 命题 
5. 3.6 中 的 记号 ,而 自 约定 在 没有 明确 说 明 的 情况 下 ,w 是 给 定 的 . 
38|386.4.3 BOr dt wlr) =w) =a) =c k —KG, 
人 下 一 天 (si 日 有 Race GER a—minid Go x2 diz,ax).díz, 
Dred (xr Xe) dC adr x17» 0, Bl] 
Mast tM, 
其 中 M.=Mlo,o, DRA o.c MER d ARH BR. 
WEAR 8 (5.3. 33008 
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pie xx) 一 JST exp | "LE 


在 引 理 条 件 下 ,不 难 验证 H7 0,3f Hs lim p Gro, x 0.) = 0. US 而 
q R20, (E fd 2H ice ple, ror O Sl. E: Tx 时 ,plz Eor) 


FONS 
v (2x) 
1 
ze — 
M 会 max|1， 了 
则 引 理 得 证 . 


引 理 6. 4.4 i DC VAR. da —d(z D). WO«rs 
tsk K rss) =K Csi), H Ris ka wr) = — 922-0, NI 
XV o>0 和 Y exc P, Ae (D) ,我 们 有 


Q*Go(r) € D',o(s) € Dw) € D'.d(o(r)o()) Be, 
d (etr) ,w(t)) ze a,d(a(G) ,oQO)) zo 0) 


«; M'VoP OX) < CGo, D, oe. (6. 4. 3) 
其 中 对 是 引 理 6.4. 37P BRE LC GS DL RU RAS o D f oH 
XX 
证 表 由 于 


Q"(o(r) € D',o(s) € Dat) € D',d(o(r) ,mG)) zo, 
d(wtr) owt) ze o,dí(eG o» zm o) 
= MM el dpe do pe Pts vw) dudvdi 


x MC olCD) Y. 
由 2 AY EAT SEE Ye. 0 


4 4G) =a] | rog +] Al 由 交 献 [29],Th，1. 1C 知 道 ,对 于 


Fa. &. w, Q-a. S. wi c CCR, 8.3 Sw aD > 0, B fS XI V s. 2220, 
dRO«u—3:«—8Co.o)H 


OQ Webb nuo p Le Gal MATER. 
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SCX, 9,0) © SCX Qo a) AO? (6. 4. 4) 
而 且 
PUE mo) ww) > 1/k)) = 1. (6.4. 5) 
其 中 Pidna = Ga) Q" (dw). 
3]386.4.5 DESY EC N.V Oach, Y o0, XE 
X 
NP = Useat Co) > 1k] r «st E Lit, 
wir) € Diets) € Da} € D,d(wo(r) oG > ag, 
d(a(r),a(t)) > e, d (o) ,mG)) > a}, 
其 中 L= {swil =p sga Cun dr RES. 3. 7 HE 5E SO WI Q CNE 
一 0. 
证 明 HP ebb, BAAR. WHR PH 
排 成 一 列 LS (fo) BY ij Bi SG, 
(FADO REG, FMB BECK. HP ELE olde fo 的 
SiS, BARBER rir A.V a, TE LF 中 增加 --- 些 点 
构成 集合 LF Sr! oP) (集合 元 素 没有 变化 ,只 是 某 些 元 素 增 
WERKA RAKE, EN iSl A RPCO) HE 
TER L 为 可 数 集 . 现在 我 们 把 LO 的 点 进行 三 元 重组 . 易 知 三 
36 HE Ef fei B0 e rd Re n] ME HEH mo 2H GO GT RT esp. 
Romo le 
Neb: = Use pnaie:ió(e > lko € Do(s7^) © D, 
wis) € Didius) ats)» > o, 
d (es^) sy) > 0, M wis) > oe}. 


Ela bln 等 分 ,让 充分 大 使 得 2 za<l, gaat 2) < 


n2 Wy dp C6. 4. 4705 


doa 
i At 
men) c D? P^ - 


Nope, C UT d eie GT 


ost) € D9Ó75 dol se) (srt? yy) — $ 
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d Cai(sT 79) uo ( P3) >F sd (easy ) ast) om — 


其 中 KD —a- 0-1). 因此 由 引 理 6. 4. 4 得 


Q*"( NEn) 


SAD (toioGr ?) E DY asp) e DMR, 


i=] 


diols O alsz ™®)) >s 一 wer UTEM yy es 54335 > — 


(t 4r 


&— 
= const n 


<5 const 


ii 


3 
2 


og 
Hin WERE TE LR nof 

On N22.) = 0. 
令 NEP = UZ NEE AT 
Q"( Nee?) = 0, 


mau. oT BODY > 也 


2 


7 - 


(6. 4. 6) 


(6. 4. 7) 


由 于 t~~9(X)? 是 右 连 左 极 的 ,在 那些 轨道 不 连续 点 上 就 有 某 个 粒 


子 死亡 ;而 和 且 所 有 这 些 不 连续 点 集 4A 是 可 数 集 , 并 且 若 令 


的 生命 时 , 则 A= [0.7]. 因此 我 们 有 


unb iva 
NU Use iB OA Gu NOE H 


T EB. 4. 7)50 


引 理 得 证 . 


516. 4.6 i DOH. 对 A-a. s, w, 2 


5 为 X, 


N”: = Jeta: r <s <t E lowo) E Dols) ED., 
wt) € D,wlr) Æ ols) wlr) Æ we) eG) Æ e). 


WA QCN =0. 
证 阴 ” 今 久 |: 表示 正 有 理 数 集合 ,显然 
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N* = Len, Ui, Uesca, Neve”. 
Me p 5| E86. 4. 5r f&. o 
定理 6. 4.2 的 证 明 实际 上 ,只 要 证 明 
P(X) N D) Z 3.3: 0 — 0. 


取 
N: = {ww € CCR,,R,0,o E N"1 C A. (6.4.8) 
显然 
P(N) 一 [acaagnay -— 0, (6. 4.9) 


由 定理 5. 0. 1.4 B5. 3. 7 和 引 理 6. 4. 6 得 
PCHD [] D 2 3,3 £200 X PONO = 0, 

定理 得 证 ， 口 

由 定理 6. 4. 2， 

定理 6. 4.7 DEZODOR AR NARA DEH. 
E d(e, D) >00, M] 

ESX D 门 万 ) <2, Peas. (6. 4. 10) 

WEBB ”以 2D 代替 定理 6. 4.2 中 的 万 ,并 定义 集合 N 如 

(6.4.8). 则 PCV) 一 0, 而 且 
P'OERGOG f) Do z 32 x PUN) = 0. 


iE HS. 

46.4.8 在 类 似 于 定理 5. 4.2,6.4.? 结 论 的 证 明 中 ,以 前 人 
们 更 多 地 采用 非 标 准 分 析 的 方法 . 非 标准 分 析 的 好 处 本 于 可 以 把 
极限 过 程 融 人 "无穷 小 "之 中 ,从 而 使 证 明 过 程 得 到 简化 . I E ri fr 
Hit. RAHEEM Le Gall 超过 程 的 和 构造 是 一 个 有 效 的 替代 方 
H. 

然而 ,定理 6. 4. 7 的 结果 是 不 令 人 满意 的 . 直观 上 最 终 的 结果 
应 该 是 

猜想 6. 4.9 KDE GEO YI SES FIT TE. H OIE 
DUE d. D)z-0,. Wl 
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H SCX, (0) (| £5) 1,P- — a.s. 


Je = 9 E dE[BIE Donald A. Dawson 教授 讨论 这 ,他 指出 这 
是 很 有 意思 的 问题 . ZAM RAT Ee LR 

H Brown 运动 的 猎 究 成 果 还 有 很 多 ,有 关 理 论 就 可 以 写成 一 
部 篇 幅 较 大 的 专著 . 像 Brown 运动 那样 , 超 Brown 运动 作为 一 种 
PANE HARSHA. 

文献 评注 :本 章 前 两 节 的 内 容 主要 取 自 于 文献 [93],L94] 等 ， 
BERAE T SEX Ke Bx. 18 — 3 89 PESE [224 ]. 本 章 第 四 节 
取材 于 文献 [188]. 

Iscoe (1986) 9*9?0 比较 详细 地 讨论 了 超 Brown 运动 首 中 概率 
及 其 极限 行为 . 基于 类 似 的 想法 ; 鲍 玉 芳 中 研究 了 超 OU- 过 程 的 一 
些 性 质 , 唐 吉 山 "研究 了 一 类 流 形 上 超 Brown 运动 的 有 关 问 题 ， 
从 他 们 的 辣 果 我 们 不 难看 出 底 过 程 ,空间 结构 对 超过 程 的 影响 . = 
存 行 02 给 出 了 超 Brown 运动 末 离 区 域 时 间 的 禄 率 分 布 , 坚 趣 
局 对 园 广 的 超过 程 研 究 了 未 商 时 间 题 . 
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第 七 章 ” 超 过程 的 灭绝 性 


本 章 讨 论 有 限 测 度 值 超过 程 的 极限 性 质 . 我们 先 来 讨论 当 : 一 
co 时 X:(1) 的 极限 行为 . 一 个 基本 问题 是 其 极限 是 否 为 零 , 即 超过 
BRERA. RGM RBM ERAN 1 AA Brown 运动 灭绝 点 
的 分 布 . 最 后 讨论 缓 增 测度 秆 空间 上 的 起 对 称 稳定 过 程 的 局 部 灭 
PE. 


87.1 有 限 测度 值 超 过 程 的 灭绝 性 


灭绝 性 是 分 枝 过 程 的 一 个 重要 研究 内 容 , 而 超过 程 的 严 绝 性 
Be 60 年 代 就 有 人 研究 过 . 本 章 在 较 一 般 的 条 件 王 来 考虑 该 问 
题 . E.e) E Luzin 3 fi]. (Po E EY Markov 过 程 . 

考虑 分 枝 机 制 

pir A = YGOAUP, O< 8x1, (7.1.1) 
其 中 YC bpzocCE) PEAR BRE. 如 注 3. 3. 2. TE RRR 
征 的 表达 式 (3, 2.7) P f i S RC 6m 0,cG —2Y Gr v—0, RT 
AB D(A BR c0 Bebe) = — T+ /PO—A) in, 


duy Y ey De - (8 2, Bl f 3 (931,0 B1. 类 似 于 


$3. 4, 抬 相应 的 超过 程 记 作 SCELY Bu. 特别 当 (D dt 时 ,我 


ATMA SELB. 
空间 齐 次 性 对 我 们 研究 超过 程 带 来 很 多 方便 .事实 上 ,早期 超 
过 程 的 研究 是 在 它 具 有 空间 齐 次 性 的 条件 下 进行 的 . 
EX7.L1 设 五 是 -个 向 量 空间 .定义 测度 的 位 移 算 子 
T,:M(E)>M(E), 
| OTda) =| flat wuldy), 
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f € bE), x € E. (7.1. 2) 
SWE ce EQCG PHO ry, Po pg] 2 Xp , | ERAS GDER EU 
zz ja] Jr RTE OB E MLR AE BaD. 
三 个 参数 在 满足 较 强 的 条 性 下 ,超过 程 才 可 能 上 其 有 空间 齐 次 
性 .事实 上 ,我们 有 
命题 7.1.2 设 辫 是 一 个 向 量 室 间 ,” RAE Nie Go Dur 
FLOR CRA x 的 有 限 可 加 活 函 . 若 上 是 空间 齐 次 的 随机 过 程 4 如 a- 
SARE Cite .0<e<i2) WB SEY, 8 EEA KA. 
证 明 r€E.RC ph (Fi pCO dlr (0. 要 证 
Pu"expt— (X,,¢)} = P"expi-- (X, dej. 
FER F co, 
(V,40, = V. (7.1.3) 
其 中 
Vib. = Sb. — Y| SV... eta), 


Wh). = (SH. 一 r| s.v, soi ted. 
由 底 过 程 的 空 齐 性 .我 们 有 S64 m CS40.. 由 此 及 初等 不 等 式 
ig^? — p*?| xz |a — Bl CI? + 50, a,b > 0 (7. 1. 4) 
可 得 ， 
|. — Vs zie a ou. 
— V4, || «Cds) t ze 0. (7.1.5) 
由 Gronwall 不 等 式 , | CV440,— Vs || = 0, BB CT. 1. DRE- o 
在 超过 程 一 些 具体 问题 的 研究 中 ,空间 齐 次 性 起 着 重要 和 作用. 
但 在 空间 齐 次 性 成 立 的 情况 下 ; 却 要 求 ” 是 常数 ,这 样 分 枝 速 率 
的 作用 就 没有 表现 出 来 . 若 7 不 是 常数 时 ,超过 程 就 会 失去 空间 齐 
次 性 ,这 样 对 进步 的 研究 又 会 带 来 困难 ,从 而 迫使 我 们 寻找 新 的 
思想 和 方法 ， 
在 通常 的 研究 中 ,类 上 比 是 一 个 重要 的 思考 与 解决 问题 的 手段 . 
通过 与 经 典 超过 程 {如 超 Brown 运动 , 超 稳定 过 程 等 ) 比 较 , 人 们 
可 以 观察 或 预见 一 些 结果 ,或 找到 -- 些 解 快 的 途径 . 但 这 样 能 够 做 


+ 150+ 


的 毕竟 很 有 限 . 而 且 一 般 情况 下 ,没有 现成 的 理论 可 以 直接 引用 . 

现在 ,我 们 来 考虑 超过 程 参 数 的 作用 . 通过 超过 程 赤 绝 性 的 研 
SEE Ha as JEG oh BA A Sp ae PER A E m. 

由 超过 程 的 定义 易 知 , 零 测度 是 六, 的 吸引 子 .也 就 是 说 ,超过 
程 一 旦 到 达 零 测度 ,就 永远 不 会 腐 开 . 

EX 7.1.3 PR W HE (ELS CX. PO eum dé I E RR 如 果 
Pals. , X, (E) 0(trco), 换 名 话说 ,XX, 在 全 室 间 中 的 质量 随时 
ff AF MEFE. > 

Ta = inf{é > 0, X,(1) = 0}. 
PRA BL A KS. 

Jitina (1964) 9" ge Be T 7 5 30 AE A BR. 83 C— REO NU TE (CA Bd 
程 的 灭绝 性 问题 . 特别 是 ,具有 常 值 分 枝 速率 超过 程 的 灭绝 性 及 其 
有 关 问 题 已 经 成 为 人 们 重点 研究 的 对 象 . 这 里 ,将 分 别 邓 常 秆 分 枝 
速率 与 非常 值 分 枝 速 率 两 种 情况 讨论 有 限 浏 度 值 超过 程 的 灭绝 
性 . 


7.1.1 常 值 分 枝 速率 超过 程 的 灭绝 性 


保守 的 右 过 程 ( 即 31 王 1),70 为 常数 . 则 对 任意 的 € Mr), 
X, 是 a.s.-P* 灭绝 的 . 灭绝 时 的 分 布 为 


PT, <2} =exp{— (VAD Wp(E)). (7.1. 6) 
uH 考虑 方程 
V,+ [.sovi'tas = AAT. (7.1.7) 
n 
该 方程 的 唯一 解 为 
Vig = (AF H+ BE), (7.1.8) 


显然 ;该 解 与 式 先 关 . 由 于 零 测度 是 不 引子 ， 
PHT, <lé}= PPX, CE) = 0) 
一 lim Přexpi — (X, AM 


*lbl- 


一 limexp { 一 Gr, VoU 
= exp{— (OB) V? &cE)). (7.1. 9) 
从 而 
hm£^"CX, CE) = 0) = 1. 
iEn. E 
7.15 BraX C7. 1. 60 50 FE fif FE MCE), P-a. s. H 
tEAM LX 0, Mif SCC 0. 


7.1.2 非常 值 分 枝 速 率 超 过 程 的 灭绝 性 


工 上 面 的 证 明 可 以 看 出 ,7 为 常数 使 得 我 们 很 容易 把 有 关 非 
线性 积分 方程 的 解 精 确 表示 出 来 ,从 而 轻 侧 易 举 地 解决 问题 . 然 
市 ,对 于 > 不 是 常数 的 情况 ,我 们 不 可 能 给 出 方程 解 的 初等 表达 
式 , 从 而 问题 变 得 比较 复杂 .因此 相应 超过 程 的 灭绝 性 是 一 个 更 有 
兴趣 的 问题 . 下 面 考虑 超过 程 SCR. 8 的 灭绝 性 , 先 从 一 :个 假 
EF. 

假设 7.1.6 RZA EELK ARME. 假设 对 于 任意 re 
E A 120,8 EIBE PL OM 7 EXER EH S 5€ 
GLB 0 Ht P, (E, € BO. 

显然 ,该 假设 对 很 多 情况 是 适用 的 , Eod" 工 的 扩散 过 程 、 对 
称 稳 定 过 程 等 (相应 的 参考 测度 LT A Lebesgue W HOO ,或 具有 可 
数 状态 非 退 化 Markov 链 { 相 应 的 参考 测度 双 为 计数 测度 ). 

7 SRE X (D >00-+o) ,自然 需要 首先 研究 方程 

VE lz) 十 [src (V, £i Gods = Sf (2), 
LEE (7.1.10) 
VIGS =l 时 的 极限 行为 . 为 了 使 得 结果 更 具 一 般 性 ,考虑 
底 过 程 二 的 上 平均 函数 类 (super mean functions): 
A= (f € pE) Sf x fot Sa. 
BR 1LCHAS. 
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218 7.1.7. 车 了 E 五 , 则 7 了 关于 20 单调 下 降 , 从 而 VS 


VS. Vs BAER TEE BEV, ATER AX, fe BE 
机 变量 XC). 
证 有 明 ”由 于 VS. 
Pale e) |X,.u <= s} 一 Peo ae!) 
=e "i (Markov 性) 
ee 08. (7.1.11) 
所 以 ,e 守信 是 有 界 下 镭 . 因此 ,Vf HF co SAP BR. 注意 到 
Vf 3Ef& WER VS AVS cr ooofese. 
进一步 ,对 于 任意 co, 
Vii (n= limV f(z) = lim(— logP^expi— (X, 451) 
= lim C — logP®exp{— (Xas DD 
一 Jim(— logP^ P*expi — (Xa D (Markov 性 } 
= lim(— logP*exp( — (Xo VA 


一 logP*expi— (XV. 
= V, Va) CE). (7. 1. 12) 
Bj Vof BRR V, QAR RR. BER Me Bu dir eR BEBE 
Kio fH 
eB PA. XL 
由 此 即 知 CX, OEA a A) = log XLA). D 
引 理 7. 1.8 在 引 理 7.1.7 相同 假设 下 ,我 们 有 二 择 一 结论 : 
SEA V.f=0,B4 Vif GG) x€E. 
证 明 首先 , 往 证 “如 果 存 在 2c CEM V. Go-0,lW sz 
ae. TEEVof(r) 二 0”, 采用 反 证 法 . 如 果 不 是 ,由 概 设 7.1.6, 我 


们 有 
PX, Vaf) = SV f(x) > 95 (7.1.13) 


所 以 
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"n LIE e Vi uu) (HEll 理 7, l. 7) 
= Pg uh cc, (7.1.14) 
FA AT EA HEH VU Sn m0 E. 
Huw. eae BUE Vaf —0.7-a.e. rE EW V. f=”. sk 
实 上 ,对 于 任 一 点 xEE; 由 超过 程 的 矩 公式 得 ， 
PiX, Vae = SQ) = 0. 
这 就 意味 着 Pals. (Xo Vef) = 0. 从 而 ， 
Vof) = — logP^e "e^ = 9, 
证 毕 . g 
注 7.1.9 AEM ADB PAR BH, Teme, 
«)- date Ce XU, 23.223] 88 7.1.7 &93| 88 7.1. 8 仍然 成 立 . 
定理 7.1.10 (Bit FE 五 .如 果 下 列 酚 条 件 之 一 满足 : 
(De 是 常 返 的 右 过 程 , xfdt) — de 及 S(supp(y)) 70; 
(2)supp( 了 Y) 包 含 至 多 有 限 个 点 .对 于 每 一 个 点 x € supply), 
在 点 xz 的 肩 部 时 L(z,z) 存 在 , 且 存 在 至 少 一 点 x Csupp(y)f$ 
f L(s,z)-7o9(s-m99) = Di ea iSt) 


则 V. £—0, mi (X, , f 0(r 00), 

WERB AIR (1). 由 于 A supply)) 2 0, Pr EA suppCy ) A 
是 & 的 极 集 (polar set). HH € 的 常 返 性 , 则 (参见 文献 [L175], Ex. 
10.39) 


| Py VE Yas = 0 (7.1. 15) 
或 者 

[PY VE ds = co. (7.1.16) 
假定 存在 xo Ve f(a) > 0, EE 9] 38 7.1.8 AVP fE E Efi X 
于 0, 从 而 | PIEVE fGOde0. BAB T 

[PIENS Eds = oe. (7.1.17) 


由 引 埋 7. 1.7. 
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| Pred Vas ds > | Pre wir fds, 


(7. 1. 18) 
所 以 
lim | PEVISA Gods = oo. (7.1.19) 
A- mM. EEE REAM ro. 
[Pr vi (Eds « Sf) « fla) « oo. 
(7.1. 20) 
矛盾 ! BD V. f=0. 
至 于 情况 (2), 同 理 可 证 对 于 使 得 FL(s,zyco(s-*co) 的 点 工 ， 
Vf (x) 二 0. 因此 ,Vf 二 0. 证 毕 . H 


注 7.1.11 在 文献 [21,22] 等 中 , 称 条 件 (2) 中 的 supp O2 
"Ag AERE" (catalyst). 直观 上 ,超过 程 在 这 些 点 上 分 枝 的 速度 很 快 . 

相应 地 ,我 们 有 

定理 7.1.12. Re SCR ARE x€ E dim sS, f (x) 


o. 如 果 IM Y CE) eds) «zoo, BI Y HOS TF. E F c BG f 3800 FRI U 


VofG)20,x€ E. AMM r f£ RIES ME KEME OX PO) 


是 Pra, s. WE SIC E. 
证 明 只 需 证 明 了 -7 天 0. 假 郑 不 然 , 也 就 是 了 -0. 在 定理 
条 件 下 ,那么 对 于 任意 670, 1811507 ELE BITE TE AH A 使 得 


P.| rE elds) <e/|| 关上 1+8. (7.1.21) 


BI FF £276, 
Pf YCEOVIS FC elds) « e. (7.1. 22) 


及 注意 到 ;对 于 £55 
P. [cv ef (Eads) 
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~ r.f “HEWES ORG) 
十 P| YE VPS ED eldo). (7.1.23) 


BESR Vf 4 0. en Ue m HE LH 
limp, VEVE Eed —0. L20 
因此 ， 
limsupP, f TEV ELF E Oud) <e, 
根据 e 的 任意 性 ,对 于 任意 CE, 
lmP,| YCE VISA f E elds) = o. 
另 一 方面 ,由 方程 47, 1. 6) 及 本 定理 的 假设 ,存在 CCE HS 
lim? | YC VIS? Fes) = limS Go > 0, 
(7.1. 25) 
FR! 这 就 意味 着 VL /—0.r€ EEF. 口 
特别 地 , 当 FEI1 时 ,上 述 定 理 为 我 们 提供 了 基 断 超过 程 是 否 
灭绝 的 一 个 准则 , 即 
X7.L13 在 定理 7.1,10 的 条 件 下 ,超过 程 X KAS 
P | Yos) «o, 


MEHE X, HK A. 

显然 ,上 述 正 反 两 方面 的 结果 仍 存 在 较 大 的 差 焉 . 然而 从 直观 
上 来 讲 , 超 过 程 的 灭 忽 是 由 于 粒子 在 分 枝 区 域 中 有 逗留 时 间 太 长 造 
成 的 ;因此 ,最 终 的 结果 应 该 是 

3418 7.1.14. X, X98 885234 BURN 


P| »&»«ap = oo, (7.1.26) 
6 


即 y 相 对 于 上 及 二 的 0- 阶 位 势 是 无 限 的 . 
注 7.1.15 当然 ,我 们 还 可 以 给 出 测度 值 过 程 的 灭绝 性 的 不 
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[HE X. 比如 ,一 个 更 强 的 定义 为 :“ 称 OX, CH) XA RL EB 
的 样 汪 ,对 于 足够 大 的 1:, 有 supp(X,) = 2”. 从 注 7, 1.5 知道 ,在 
某 些 情况 下 这 里 的 定义 与 前 面 的 定 尽 是 一 致 的 .但 … 般 地 ,我 们 不 
能 期 望 如 此 强 的 结果 , 对 此 ,我 们 将 在 以 后 进行 讨论 ( 见 定理 
9.3. 9). 


$7.2 超过 程 的 灭绝 时 


上 节 我 们 定义 了 超过 程 的 灭绝 时 工 ., 而 且 纵 出 了 了 SG,Y,PP) 灭 
绝 时 了 ,的 分 布 . BED LU (19970 17 ES T AER GE E — A B9 E SE 
程 的 灭绝 时 间 . 其 主要 结论 是 

定理 7.2.1 ODP Oe) SH be Yat 0, Y >00, 07 pel), 
则 

exp(— ECCE) (gY2) 7), b=0; 
PTSD = " 一 uCE5e [za — e| 7 ， b> 0, 
(7.2.1) 
GD VG) ce HV 25 (90,0220, 222 1), A 
PT, x5 £) = exp(— wl Edgt)), (7.2.2) 


其 中 cE Pm g—gG Ht ER C. 


~ n+l 1 n | NE apt 
R0): = = PET MM yv: x| 
| cy" 1 € | 
+|- 7] In| xin + y]. (7.2. 32 
程 
V,+ [s.ov.. + Vit ds = n,n >> 0 (7. 2. 4) 
D 
IE — 8€ H 
y 1 
yel. Tu — e") 4+ nF ， (7. 2. 5) 
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由 此 和 定理 7.1.4 相 同 的 讨论 , 即 可 证 (7. 2. 1). 

往 证 (iiy ,考虑 

[eren = Au(t,z) — cul (Et) — Yu Ga), 
uCO. c) = a, 
(7.2. 6) 
为 此 , 先 来 研究 方程 
ID =— cQ) — WEA), v(0) = 4. 

S w= 9) 0*0 ,经 简单 计算 上 述 微分 方程 则 化 为 


Z 
ati 


TE 


c 


dt. 


dw = 


由 此 易 得 


azi . [ * pace 
taal,” J(-$) ($+ a 
nk n—k Y Y U f) 
i € 


A P 1 à 
十 Y | In| LAE T Y 
RAM BAH vCO)—6, 


2—1 


i 
之 nk 


k-ü 


t ai c 1 nk 
I-$] Ur t wm) 


n 


noe 


c Mic 1 \"* 
[- | | y T gue 

十 | - y In| s +S}. (7.2.7) 

由 A 9 7.2. 60 ERE — Eee Hct, Hoe 
(7. 2. 6) B) HE — f. 9 18 (7. 2. DBM BABB SH, 
£69 —0, ffi Hg GO dE (0,000 E PE Fk OX. 同人 相同 的 讨论 ,并 注 
Ba limes c0) —g GÀ g BU pg 3 n] g | S eS de. 口 
注 7.2.2 在 计算 中 车 用 不 同 的 变量 替换 , 则 定理 的 结论 会 
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看 起 来 不 一 样 . 比如 ,这 里 的 表达 式 与 唐 加 山 在 [187] 中 给 出 的 不 
同 ,但 实际 上 是 一 致 的 . 定理 7. 2.1(ii》 有 不 少 拼凑 成 分 ,结论 也 略 
显 复杂 ,但 它 确实 提供 工 一 种 推广 有 关 结 论 的 想法 . 

至 于 超过 程 灭 绝 时 的 矩 RNA 

定理 7.2.3 

DE VG)-—Yz'*(Q7—0,0«8gx:15, RIYA ( 25 pml 时 ， 
PTZ, A 

PTs = (EC "Ta — Bm), (7.2.8) 


ix B DÀ Gamma BÉ. 
GOI VW (D) — bz t YL PbO, YS 0,0 Paz D TY mcm 


有 PPT Soo, 
uEHH AEG). 44 Pied = Yr "Wb. C7. 2. 10. 
PTI— det Gm rpm test — p EXC) 9) di 

= 17) (n) Y| sex — p E) (BY) s) ds 

EN Ur 一 外 me v 

= (ES J v "e “du 

BEY! ^p 
= | » | (1 一 fm), 


1/8 
其 中 第 二 个 和 第 三 个 等 号 是 分 别 作 变量 替换 Pa =F 


得 到 的 . 显然 , 当 且 仅 当 Bm Br PITT «oo. 


PT t= ] rar, «D 
ü 


一 utE)| re OMENODBs(r) + Ys(25**  ]dt, 


其 中 sD =e “| Lace ”由 此 易 知 ,上 述 积分 可 积 ， OO 


从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ,超过 程 的 每 个 参数 都 对 超过 程 的 性 
质 有 影响 . 参数 之 间 芍 联合 作用 一 直 是 学 者 们 关心 的 热点 问题 之 
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… 从 荣 种 角度 来 说 ,分 枝 特 征 影响 着 超过 程 时 间 和 整体 方面 的 性 
质 , 和 而 底 过 程 刚 影响 超过 程 空 间 和 和 伍 置 方面 的 性 质 . 本 节 的 结论 进 
一 步 说 明 分 枝 特 征 对 超过 程 的 灭绝 时 有 着 重要 的 影响 . 例如 从 定 
理 7.2.3 可 以 看 出 当 分 枝 特征 为 更 Cs) 一 ?zl+2? 时 ,如 是 否 为 1 直接 
关系 到 灭绝 时 的 一 和 阶 矩 是 否 存 在 ,而且 We) —bzd-Yz ma 5d 
否 为 六 也 对 灭 物 时 的 矩 性 质 有 着 深刻 影响 . 


$7.3 超 RBrown 运 动 灭 网 点 的 分 布 


本 节 我 们 针对 超 Brown 运动 ,考虑 其 灭 龟 点 的 分 布 . 设 {X,， 
P") eu cr FE Mr(R*) E 4 E EUE IS We) = 227 的 超 Brown 运动 . 
考虑 这 种 分 枝 特 征 的 主要 原因 是 我 们 希望 直接 采用 第 五 章 Le 
Gall 的 Brown 蛇 构 造 方 法 . 对 于 分 枝 速 率 为 一 般 常 数 的 超 Brown 
运动 ,可 以 经 适当 的 时 间 与 空间 变换 化 为 分 枝 特征 为 CIO = 22^ 
的 情形 . 具体 作法 留 给 读者 . 

我 们 知道 这 种 分 枝 特 征 的 超 Brown 运动 是 灭绝 的 . Tribe 
(1992) 9 yg GE BAT X, 在 即将 灭绝 时 玫 乎 所 有 地 剩 下 单 点 . 我 们 
dk 25 ACEB A. 事实 上 ,采用 Le Gall 的 Brown 蛇 构 造 方 法 ,我 们 
也 可 以 证 明 上 述 结论 ,当然 不 是 轻易 而 举 的 . ATE. 我 们 不 关 
心 该 结果 的 证 明 ,而 只 美 心 无物 点 的 分 布 .我 们 有 

定理 7.3.1 dE xo—suppOXz, 2 tl 


van t idi 
Phor, € dy) = f 2 =| exp(— (Cy — x) + 220 dtd y. 
(7.8.1) 
该 定理 的 证 册 是 基于 Le Gall 的 构造 ,因此 有 关 记 号 请 参照 第 


五 章 . AABT: 
引 理 7.3.2 设 了 是 直线 上 Brown 运动 的 局 部 时 过 程 首 达 1 


ét ir B] CU, C5. 0. 300 A A 


AQ € du) = ep|[-z|d — (CD 
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证 明 HIT Ea RUL). Bit, is XES], 


p. 420 之 结论 ， 
Sg lu) ALLI <1) 
Ff» 24a + b} Ca t+ bY i 
= INI EE exp| — | dadb 
2 E 
=|, Jeni "LA 
一 F ep] — a} 4s 
故 引 理 得 证 . 口 


对 固定 的 zo. ERSAAT 
AG); = sup aou). 


l&uzg 
我 们 有 
引 理 7. 3.3 
PT, <O = HO QU) LE) = exp(— MEAD. 
(7. 3.3) 
证 明 由 (7.2.1) 及 超 Brown 运动 的 轨道 构造 可 知 本 命题 成 
立 . 口 


定理 7. 3. 1 的 证 阴 : 由 Le Gall 关于 超 Brown 运动 的 轨道 构 
造 知道 T. 的 分 布 是 和 a, p w) — wi (sg? 同 分布 的 ;其 中 Sp & co, 
DBL ws, =A). 当 而 固定 时 ,有 


u 1 ox — zY 
Q* Goss) € da) = (az cag) 9279 — zh) | 
因而 由 引 理 7.3. 3, 我 们 有 
P*® (a, € dx) 
= [Haw eo € de) 
— ("are ee (xr — 2)? 
= f RhE) € dt) 7 zymexp z 2^ | ae 


wq de 
一 f 2 z exp(— (Cr 一 2)? 十 2090 dtdx. 
ü 
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证 毕 . o 
$7.4 缓 增 测度 值 超 过 程 的 局 部 灭绝 性 


当然 ,对 于 从 无 穷 测 度 值 出 发 的 超过 程 我 们 也 可 以 讨论 其 灭 
移 性 问题 . 然而 初始 测度 的 无 穷 使 得 上 节 的 方法 及 灭 物 的 瘟 习 变 
得 无 效 , 必 须 在 新 的 含 久 下 进行 讨论 . 

eM, CR) E KRR GE SERE OG 220 P") cu oe RUF BRB 
TE” RY ERR 中 的 有 界 开 集 G8 em oo BE LXLCGO AERE 
ae GB 0. SE th, XT EXER E F, H cott, XCF) UL E e e 
到 o. 

为 研究 这 样 的 问题 ,我 们 首先 带 要 确定 所 研究 的 超过 程 及 其 
初始 测度 . 为 了 简单 起 见 .本 节 仅 考虑 超 ast BR BOE oR <a 
2) ,其 分 枝 特 征 为 FG) — Y CA PCO BID, HB Y WE fü ul 
Ww eK. 

当 yY 有 界 时 ,前 面 已 经 构造 了 相应 的 超过 程 .但 当 y 无 界 时 ， 
情况 比较 复杂 . Fieischmann-Mueller(1997)05 讨 论 了 分 枝 速率 为 
局 部 无 限 的 超 Brown 运动 , 由 于 比较 定理 对 拉 普 拉 斯 算 子 和 八成 
立 , 这 就 使 得 我 们 可 以 把 相应 的 超 Brown 运动 看 成 分 枝 速率 为 半 
AY I A LS MES. 具体 做 法 留 给 读者 . EN T- RHE, 
我 们 不 扼 道 有 关 结 果 是 否 成 立 . Xem, 

假设 7.4.1 YC€aB (RO, B B RELA FOr. A= 
YOOX" BBA. MBM FY $€ p6CCRO ,方程 


v(x) + [s OVI Gods = SG» 
Q 


存在 唯一 有 界 非 负 解 . 

ji & AR’ 上 的 Lebesgue BI E. 

定理 7.4.2 BX. SOAP RRR Y GOXTTCO BD 
的 超 对 称 稳定 过 程 ,y MEER T. 4.1.4 BS {ce Bs lek 
c^TDL&R€ N.OEYDOHOUPIEE BEER AEN, 
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Jas | yemas] “= oo, | (7. 4.1) 
则 以 e 为 初始 测度 的 超过 程 X, 是 局 部 灭绝 的 ， 
证 明 事实 上 ,只 需 证 明 ; 若 
v(t.z) = Spx) 一 [score — sas, (7.4.2) 
而 (ao: =f GO — pO S EEEBSOE DEBES BERE p ONDE 
lim | vzdr =0 (7.4.3) 
BIT. 4 oe) [oso [ ond. AL m RABE 由 (7.4.2) 知 ， 
WY 0, 
| S [dese (z) 


=Í xpi) -| drpic). (01.4.4) 
A [z| et 


5 —35 8.0.4.2» & VESR IIT. 
| ete) |]; —1— f l| Ye"? es) || ,. (7.4. 5) 


A, 
1= fas pastas, adr 
? Li 


1 一 上 
> jas Y) da] g'^G) , 
o (B 


其 中 gi: = fa dxoGs2). 由 假设 (7.4. DA inf (g(s) 5320} = 
0. X B T. g 是 正 数 , 所 以 lim inf, gs) =0. BLA RRND 


liminf || v(22 || = limint QUO nda 
fen i A, 


—lim| | drp ír) = 0. 
aos |=: p 

由 (7. 4.508. S b eco |. — EYe**co p «o. BE B 

l| eO | 单调 下 隆 , 从 而 (C7. 4. 3) 得 证 . 口 
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K7.4.3 UOGL 020) RE EY 为 常数 的 超 a 对 称 稳定 
HR, M H daa f M, t TAARE FCR" 及 60. 
limP* (X, (F) > ©) = 6. (7.4.62 
证 月 由 于 
NT = const | dss poA es, 


SEP BI dean BR BERR. 因此 定理 7. 4. 2 中 的 条 件 ‘7.4. 0 HR 
A. o 

注 7.4.4 Dawson(1977)° iE H T X 7.4. 3 P 8=1 的 情 
BU. 系 7. 4. 3 是 Dawson-Fleischmann-Foley-Peletier( 1986) Æ [ 23 ] 
中 的 一 个 主要 结果. 在 定理 7.4.2 中 :7 的 假设 依赖 于 集合 B. 的 
选择 ,因此 该 假设 是 否 为 量 好 的 , 仍 是 值得 进一步 研究 的 问题 ， 

上 面 仅 讨论 了 初始 测度 是 Lebesgue WM BE B) OL. BEI E. 
为 了 推广 上 述 结果 ,我 们 先 证 如 下 

引 理 7.4.5 > 

HOA) 


MCR); = g € M, UR) sup ray << ' 
HHA BRP ERR WE e He. 


(a) eS pM, CR), TERR c0 使 得 对 于 任何 [10,ce) 上 
DN STE IEEE foo. f 在 [0,1] 上 是 常数 ,我 们 有 


[feodo <= cf Fae (dz) SZ]. 
a - 


(bh) we Mí GRO ,在 在 常数 c>>0 (EAE Ht FE TER TT A 
数 £220, SOR RE ELTE [ 0.1) E E06 CRETA 


| fædre) < e| f(a (dx) t 2 1. 
Il = || see Bll =e 


证 明 (DS PW): = MC 由 假设 知 supe, F GO /x 之 
co, 因而 存在 常数 670 HB FO Serre. 所 以 ,对 于 上 1， 
[reo u(dz)— FOFO 一 Éreoafo 
n 
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< FOJf( — cf zdf) 
ao 
= Fix) ftt) — cfG)— ef) + ef faor 


< [fos aao. 
9 


[p] 38 rq GE Cb». [] 
系 7.4.6 在 定理 7.4.2 相 同 的 假设 下 , 则 于 EMX É 
P" FB Rep a. 


证 明 如 定理 7.4.2 之 证 明 , 我 们 要 证 
lim MAL 一 0. 


tee, 


一 方面 , 易 知 lim,--| oz) ede) = 0. 另 一 方面, 对 于 任何 常数 
K'>0, 
| va 0 Yi A.T) 
Iæ l EK 


rE HIET. 4. 5 Alim, vould) 二 0 的 证 明 可 归结 为 


lim] vitr) ldr) = 0. 
A 


uw. Oo 
iT.4.7 设 y 为 常数 , 系 7.4.3 实 际 上 意味 着 若 dszo/B. X. 
不 存在 非 平 凡 的 稳定 随机 测度 . 即 车 4^ Uy M,A) E BS BÉ SL 
度 ,使 得 
| NA eG v dp) = Hd 0, 
MR) 


其 中 VG, due) H X& sp B HRB AR. MW ASME B9 
Kronecker 点 测度 , 妈 = 68>. 其 证 明 详 见 文献 L18j. 

RIE: $7. 1 主要 取材 于 文献 [230],[233]. 8 7.2. $8 7. 3 
中 的 结果 取材 于 [187], 但 证 明 咯 有 改变 ,$7.4 的 内 容 参 考 了 
[17] 和 [23], 但 主要 定理 7. 4.2 是 作者 一 个 待 发 表 的 结果 . 灭绝 性 
的 相关 研究 很 多 ,如 [191] 和 [199] 等 . 
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第 八 章 ” 超 对 称 稳定 过 程 占 位 时 的 渐 近 行为 


REME, RETE 中 的 a- 稳定 过 程 是 空间 齐 次 过 程 ,其 转 
移 概率 密度 为 b.c. y) = piyar). BE M URO S ipp tE 
ARDERE | c sida coo] HEHE RE 
TRUK MH Tb. 
考虑 取 值 于 M, CR) LA RL Wa) =Y Cade! 0 BS 
之 超 o-XPERXRGE X= (X, 28000. EAR, Ut O-Lasc2,0« B 
和 10 之 pd 二 而且 OSCE K ROAR’ 上 的 可 测 范 数 . 下 
面 将 研究 超 对 称 稳 定 过 程 占 位 时 过 程 的 渐 近 性 质 . 
Sie MESSE M, GOERA a- 对 称 稳定 过 程 的 占 位 
时 过 程 Y. 由 定理 4. 4.2, 鞭 Laplace 17 BJ 
Prexp{— Ys,$)} = exp{— (UD) ou € M, (RE) 
(8.0.1) 
而 Ug 满足 
UG) 十 [5 aO GU, G2)! *ds = f ssas, 
(8.0.2) 
V $€ C, Ge! RD. 
我 们 将 考虑 2 六 a/B,d 之 wf/ TR d—a/B =A. SERA 
超过 程 的 新 近 性 质 与 空间 维 数 , 分 枝 特 征 CY,8), 底 过 程 (a) 之 间 的 
RAR. 


$8.1 几 个 估计 式 


Co GEO = (9804 ERA 上 连续 函数 且 在 无 穷 远 点 的 极限 为 0}， 
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LMR ARIE || 。 |). eC, GRO — (dae BA 上 非 负 有 界 连 续 
E BL fae PP) A). EA pC, ROTO OR). 根据 (8- 0. 2) 易 
证 ,对 于 国定 的 #E pC,LCRD thew: =Ud BROCCO KAR 
St. 
设 ISKYSS ted Be TO, RNS A Banach 空间 : 

BU OLCQO.T]L) = (v: [0,7] > L = L*G dr). HES} 
D LED | + le Æ BTP ERA I oll um suptll vll: 
ELOT] ia M = {p C BDUD LARA SWE). 设 uc 
MIF CS0,2€ R^,58 Y. 


witst): = [5.6 0. (8. 1. 1? 
g 
aS Cr) = [a@.y.2aldy), (8. 1. 22 


wl) = jocis — weedy) = ['u5. cas. (8.1. 32 


首先 我 们 有 
引 理 8.11 Bee MCR), 
Ow € pRB", A ||| se ||| 70 CD7—00. 
(22206, € BIT, Bil coil aril uel oH] e HE xr 所 se (其 中 
[| i d = GR»). 
(3) E, 
| | f w*(t,cdx —~ 0(e> 0). 
(HUF RTL, 


[esee Pes ue eC ly] D wll Ez 


+ æl | oe E UG anda. 


WERH 先 证 (1). 存在 8 使 得 OO ld /e—0) Gr-- Dx. 
E 5| 1.9.1 即 知 所 证 结论 成 立 . 
FEAE). 对 于 Borel TE Z 及 OxzsmhamLT HH 


| Ax |w, G£) 一 w,(s,r)|* 
z 
< f del [nta ho. — y) — w Cs, x — y)| t 


x sagt yr [acto | az leti — y) — wls,z yl 
CHI Jensen 不 等 式 )， 
取 Z= 及 3 二 0 BEC). 
BFC, ELBA PR Z= {e| e As 0. 注意 到 


NEL G,z— y) 一 0 时 取 最 大 值 ,就 得 到 所 需 缚 果 . 


最 后 , 取 Z= {|r| >K} oO 

我 们 还 需要 下 面 的 连续 性 质 ， 

引 理 8.1.2 

(5) BRAY wo: Meo pE T ES. 

C6) 车 B —a/d, DHE Bored Æ BC [0.7 Jl AB 6€ 
MEG?) ,有 


T N 
f | TRT) ld s Mal ef (f palt +3,0)ds} dt < co. 
E B vo 
uEHB HiG). YE Mr ROPE uum pe HSE ui — t pe. BH 
要 证 
lues, — wy ll] = sup ff ter, CO La om Oe oo). 


由 于 | tence | yr || cere | ar Cle] dems r BS 8 EE S BD, IU! 
根据 人 27, 只 需 证 明 对 670. 


Sup. | wm, (D. — w COO [| — 0:— oo). 
再 根据 (3) 和 (4) ,对 于 任意 Oe Ke 


su | diu, (¢,7) — w, (e,z) |* 
EESTI |r| EK " " 


<Í dz| [as 
[SEE A £ 


T 
dz| ds 


[a dyp — y) | | , 


[casos -»| 


= const | 


ef fel Sh 
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《由 Jensen PHA). 
注意 到 6s*,。) 是 有 界 连 续 的 ,所 以 电 控 制 收 敏 定理 结论 (5) 即 可 
得 证 ， 
往 证 (6). 考虑 


SiC) (2) 一 [ayp. ct n outer 


. . iB 

<= | [ave ttn — y) [pctoo [aspe 一 »} 

Hi Jensen PEA FEE EIL Om FS 1) 

T H 
= [| aspa + 5,0) Ie | 

Hi (Chapman-Kolmogorov 方程 ) 

T B 

< const || pl ‘(| dat] (由 (3,9.7)). 


若 d=a fl 8 二 1, 则 结果 由 faf ase 4 s)7 «oo 即 证 ,车 4d 关 ag 
我 们 有 
MZ fae 十 sy “二 const | -1d « co, 


HEE. o 
$8.2 情形 l:d>a/f 


现在 我 们 简 记 kaz) 一 dz. 本 节 证 明 如 下 定理 

定理 8.2.1 d deo/B.Y, 是 以 AS 为 初始 测度 的 超 对 称 稳 
定 过 程 的 占 伴 时 过 程 , 则 Pie -as H Ada aono). 

为 此 ,需要 一 些 预备 结果 . 事实 上 ,由 CROA KAR 
非 负 连续 函数 全 体 ) 的 可 分 性 ,只 要 证 对 一 个 给 定 的 $E PCI CORO, 
&i—r 1 GYDA lo Goo). 这 里 上 > BLUR dz) p 
的 范 数 . 不 失 一 般 性 ,假设 #1 二 1. 换言之 ,我 们 需 证 名 一 > 


AG oo). 
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考察 


PeT = ed OS 0, (8. 2.1) 
其 中 ou GOECE mi 812r 2r EEA 
us) = ['acs.t n — Pars, uites = 0. 
(8. 2. 2) 


关于 方程 (8. 2. 2) 的 解 CO ,有 

引 理 8.2.2. Bd>a/f, WH e> 0, || a) | i256— 
C81*?t7* e220 ,0220. 

证 明 由 (8. 2. 2), DI Lebesgue 测度 是 a- 对 称 稳定 过 程 
的 不 变 测 诬 ， l 


luo ll; =o fas Hz pi m6— cf ds ltte) ||,, 
ü b 
(8. 2.3) 
oH COR Y LER. 因为 当 s<t 时 ， 


0 su G) < farsa < fars om, 
0 6 
所 以 
i t i . 148 | 
fastu n fas | (ans) | 
ü n ü "i 


| [arse ne 


= arit | (farsa) | 


— (Ge à 


将 上 式 代 入 (8.2. 3)， 
Il z 3 ||, 22 8 — Cote | ND c | Ü (8.2. 42 
另 一 方面 ， 
Hes = me 
s 2^6] ene OO [33$ + lene GO 


Tuto 


"17s 


一 we) | 2D. 
而 
| cence CD PITS | cece CL IP I ear D dS IP toe (1) Le 
AA doa p RTT eR a>0 (Ed (4/a —a2 Pol. FE HE 8| E 
1.9.4. 
| tie — tener C1) dim ff wwe — we) | Te 


x conste "24, 


综 上 所 人 述 ， 
ch | (aes) | < consen. (8. 2. 5) 

从 而 证 明了 引 理 . 口 

引 理 8.2.3 Bd>a/s WE d>0. fe PY |é—Al<cr, 
(17-1). 

证 明 四 于 PY ESA 对 于 所 有 的 20 我 们 有 

P*|£ —al= 2P*(—3-- 2| ase — (EN 
i 


« ?| dse” P exp — acé, — ad} 


= 28 le" Pexp(— EO 
<= 207 'exp(C8!' ^r =) CH (8. 2.1) 和 引 理 8. 2.2), 
再 令 Par, DE Bp BE eR D 
定理 8.2. 1 的 证 上 明 B O-—c«—1 Mac ne N. hl B 
8.2.3. 


SPEJE — Al «o. 


"TA. 5I 1E — Alas. 收 化 ,也 就 是 说 各 a.s. MRF A 而 对 
Fe ,总 可 以 找到 4 使 得 

二 1 三 
表 由 占 位 时 过 程 的 单调 性 ， 

ct, Y, à wt "Y 4x e (Y 


Ene 


$. 


in! 


所 以 ， 
cA X; lim inff, xz lim supé, xz c '4,a. s. 


4 c1 就 证 明了 该 定理 . 0 
§ 8. 3 情形 2:d<a/ PB 


同上 讨论 ,我 们 仍 对 任意 固定 YE 0C.(R), | glll ,考察 
pe Yo = eatery , (8. 3.1) 
其 中 us (OEP RASH f2 AE 8 fi 
us) = [acsi] — [ars Crater), sz. 
(8. 3.2) 
A ux) St I uu s tx) ,Sz20,x € R, M 
Eos ll, = B Go la (8.3.3) 
利用 “对 称 稳定 过 程 的 自 相似 性 ,不 难 验证 vi GO S UL P PE 
wv —w,G) 一 pase " drS, [Y QV )o)*9()] (8. 3. 4) 
其 中 inii r eda. 
关于 方程 (8. 3.08. RNA 
引 理 8.3.1 X d«a/B.0«csY Ce HEM) WHE 070, 8i 
I wt? ll ECC I]. 
证 明 AR L0 (E18 $ dE CI (<LI. KI 2L. 
根据 (8. 3.1) ws) 是 关于 á 单调 增 的 ;因此 


2 z 
laD h L [aluo t= [ids Saet) Ih. 
. 1 1 
注意 到 ey GR, (2) 5502, RT RE EMR 
<fasf dae, co 
1 jz|z:K 


+ fl da (S, iG) GO. (8.3.5) 
1 ll 2K + 


显然 ， 


BYE 


l| e, Cs) ||. == s. (8.3. 6) 
E 538 8. 1. 1 B5 20 , CADRE CIL LORNA 
| dyw GWE| dywl2.9) <const K=, 
MES Iy >K- 


(8.3.7) 
(8. 3. 5) 中 的 第 一 项 等 于 


fas] ds[ayo Gi = nw, ,人 
1 lz, Pak 


<| xe, Qu + feds] dep Gee, COM, 
1 EA 


<= constK "(EH (8. 3.6),(8.3.7) 与 (1. 9.10)). 
应 用 Jensen 不 等 式 ,(8. 3.5) 中 的 第 二 项 小 于 


| Bit z 
({ dx| as dz. iG) (a) | 
x|sz2K E 1 lel ZK 


; í Barb 
xL c voro | dz) 
54 [z ee 


|y 


lC Hi 


2 A445 
x 人 | as| daS, CQ" xvi) (z))) . (8.3.8 
1 la| #2 


而 (8. 3.4) 告 诉 我 们 | dsSs O Del L cu, C2) ,所 以 


C8.3.8}) 小 于 
const KP OA Cabo 1 ae, (35], OTE, 
再 由 C8. 3. OFM K — 6,60. EXE 
const£4? C14 2+ GÉB/a— LI . 
由 于 2zp8ra 一 1<0, 我 们 可 选取 = 充分 小 以 满足 我 们 要 求 的 下 降 阶 
数 . [] 


始 测度 的 超 对 称 稳定 过 程 的 占 位 时 过 程 , 则 Pha, s Deo 
(r0). 
证 明 对 于 任意 的 se>0, 由 (8.3.1) 可 知 ， 
PME > eh a — et) UPL e 5), 


QUOIT3 + 


X 0 — 67907 — expC- Alo Q21l2) 

x const (1 — e *2 "(HH 3] BE 8. 3. 1) 
XS ALF E- EAREN FOLEI n5 ". di Borel-Cantelli 
引 理 可 得 & 一 0P”-a.s. T 24 t mS B] Eb "Ee BE LE BA 
了 该 定理 . (] 

iE8.3.3 当 7 存 一 个 区 域 上 等 于 零 时 ,定理 8. 3.2 中 的 结论 

可 能 不 再 上 成立. 例如, 若 Y= E O SAS (do). 因此 定理 8. 3.2 
中 的 条 件 0 二 c 所 7Y( 在 我 们 的 证 明 中 ) 是 需要 的 ,尽管 可 以 稍微 碱 
ay. 


$84 一 个 命题 


前 两 节 讨 论 了 doe/Bs dag 两 种 情形 .4 二 a HA an 
何 呢 ?我 们 发 现 ; 这 时 引 理 8. 2.2, 引 理 8. 2.3 和 引 理 8. 3. 1 不 再 成 
立 , 所 以 用 那里 的 方法 处 理 4 二 a/8 情形 是 行 不 通 的 .只 有 另 辟 由 
B. 本 节 的 任 和 荔 就 是 为 此 懒 准备 . EK BR d= h 考 虚 积分 方程 
v) = w) 一 eA OtET. (8.4.1) 


下 面 要 证 如 下 的 命题 . 

命题 8. 和 1 对 于 任意 jE MEUS) FACS. 4. 1078 E — f 
v,C PBT, 

为 此 , 先 给 出 若干 引 理 ， . 

引 理 8. 4.2 车 wEpB'" 且 存在 某 AEM: fb os, M 
vC BHAT y tE get, 

证 明 OX n.nc[o,T lnotO—o95. B d UE AT. Æ L P 
v(t) ute), i090. (A ve, Sw T) € L'1?,5—0,1.2, 7. 由 
控制 收 敏 定理 ,在 LT P va, G0 i29). Bl o € BUAT ALA 
初等 不 等 式 

[z7*? — y! Fl x [x — y| G? + y Dx y ZR 0,C0 <P), 
(8. 4. 2) 
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我 们 有 
|o *5(,) — vt IS 2G) — vod wT) [hh 
sq 2|lutz,) — vo li allez CE DS 
(由 Holder 不 等 式 ) 


— Q(n — œ}, 


这 就 推出 DUUEeBT, Ü 
引 理 8. 4.3 # ve pB REE FE M ROE vse, d 


u(t); = | 458,09?) OREST, 
ü 


WMucpB. 
TEA HORT, 


lute) _ u(s) I< farota —_ r) | 
十 | arira — r) — vi**G — 7] 


sc const — s) [les ES, 


+7 sup loi ee ts} 


mreti T 
一 tigri. 
由 引 理 8. 1. 12) Me "CO SEF s 的 一 致 连续 性 , 当 ts 时 ， 
at — at h ~ 0. 
这 就 证 明了 本 5 引 理 . [1 
引 理 8.4.4 KN RER. T 一元. X*pi—1.2W RE (0.1. 
QQN— 1) HE ju € MRD asma, u E pB H 


w(t) = xeu) 一 [ass pre F(s)],O xz £x Arr. 
(8. 4. 3) 
则 


sup [ai'?CO — «i^? 


TT | s 


elise 


sae rere ap ree voi . 
Cr 


S 2 [|| ce, m Wp, ll 1+8.T llic +a, Wes e.r 


s 
+ zelat — oF lief delle, O 


+ 2¢ sup [oO — e? CO I dsl s DI: 


remp 
(8. 4. 4) 
TEAR Oi cE [Arar tr], HO. 4. 48. 
[el *^G) — abt POHL: 
x 2l GGG) — ui ws 4, CD) |l 
xt 2l Gu, G) 一 wa Of +4, Ih 


+ gef dsl GS... |ol* ^) — vi G) Df, PI 
b 


(H C8. 4. 322 
iJ, + 2J,. 
由 Holder 不 等 式 得 ， 


Ji 所: [lv OW, Ill co. [zt us + lcu. > 
因为 $ JE LE AED, BED 
J< [astro — ei**eolillS ut ro COT) 
0 
= ['asili*tco — we M de, (TN 
+ [ asiloa) — P^ Cl. s COMI 
kr 
. 
< lei? — vi? lue dS n DN 
sep. [or^ — et^ CO ass so DN. 
avast o 


从 而 引 理 得 证. o 
下 面 讨 论 唯一 性 . 


D OM f LH Cd p= 08.5.9). 
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8|388.4. 5 给 定 xE Mr (8), viv C pB REDE 
(8. 4.1) 的 解 , 则 v; =v, Su,. 

证 明 由 引 理 8. 1. 2060, HT 3E RN. 充分 大 ,也 即 是 tr 一 T/N 
充分 小 ,使 得 3: 2e | dsl Sab CT) L1. BUR AERE RR OKL 
N—1, fi f& ZE[0,Re] Em (D — 0 GO. 显然 ,对 点 = 二 0 条 件 满足 . 由 


8| 388. 4.4, 


sup [|vi*^(&) — vtta ll 
Arzuskr--k 


<é sup leit?) — viol. 
二 


所 以 


sup ot) 一 vit? GDI = 0. 
Pris kr 


Ait 
v(t) = v), t € [Oke + r]. 
fk I 2E HE (B. vo, CO — G0 ELT]. 口 
引 理 8. 4.6 令 My Slee MrR): B. 4. DAM v, € 
PB") MU Mw 是 MEC) T &. 
HA B ewe Ma pc MECRD,.B uhr» BS SED, 


须 证 we Maa. 由 引 理 8. 1.2) ,可 选取 N 充分 天, 即 cm READ 


小 ,使 8: 一 2csup| driSiwoh s, OLL BAT HEM I oe 


N—1, ft RFRA iv, HM JE 5, 一 lim, -一 isp — vt? hae = 0 CER: 
至 少 对 下 一 0 条 件 满 足 ), 则 由 引 理 8.4, 4, 8. 12 B 
8. 1. 2, 可 以 进一步 推 得 bir =0. fk 1H 26 HE IS 4y=0, Bp 


lim Mw? 一 ot? lllr = 9. (8. 4.5) 


mime 


这 表明 在 PBT in oli EM us 进一步 ,由 (8. 4. 1) 得 
lllo, — up, lllr s Mixes, — wa Ile + 6T Weir? — vi lil 
根据 引 理 8. 1. 25) RE (8. 4. 5) ff im, oe Ill vp, — vu Ill = 0. 所 以 
在 pB TH, o, KATETER v 因此 aumo, 

在 BUT A 


(IC 


v, (E) = w, () 一 ass, Evett sy] 
FA Siig BRR ER O2, 得 
vit) = wu) ~ [assiro to. 
由 定义 容易 验证 ,在 pw 7 中， 
[ass [Ye 1 [ ass, [Yo], Q 9 62). 
+E v 是 方程 48.4.1) 的 解 , 故 ec M D 
引 理 8.4.7 4 OF S (pie Jé GR AO ERE eda) = 


$GOdz.é€ pC, CE") Wl GO EM, OPP. 
证 明 显然 POM, CB). HY EM GF), S o£ (= 


eG | pana 一 yu dy) ， 其 中 eg (r2 — n/On d fe |), 


pit ad= (2m "expC— |. 1/222 ,2£270,a € EE". 则 对 每 个 固定 的 
n$, E pC CRY. © m Cd — d, ro dx, WI we &. Fill HAN E 


p — a (noo) , AU EAE AT PE e £e ERE /， 
| fenis ao 一 | Feng. (8. 4. 6) 
为 此 ,注意 到 ， 
M MI la yl pity) Jas 


一 [eta] Soap Tz 一 y) dx 
(由 Fubini 定理 )， 

因为 |SsLfp, G0 | — sb FE, ik FUE UE BR 

SILAB] fy) Qr co), Vy € HY, (8.4.7) 
则 可 出 控制 收 敏 定理 得 (8. 4. 60. 现 往 证 上 式 ， 

[S20 fe IGr? — FC | 
« |31L£&]60 ~ Sif (2) + | SLAC) - £9 | 
= [SEa — e109] 4 $1460 — Foy) | 
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ER + i. 
先 证 D0{n—o0) + 
Sif — e») 


一 | ep 一 t Gp Joy — z|dz 


] _ 
= [5] | Fo 一 e. Cr) Jexp | — aly at da 


= f y+ Žel I supe 
X [TTE e- »42]. 


— 
因为 /> /2 [1 ly 2。 


f NEM 2s feto caso). TALE 
定理 得 J,—0(n— 0c0)..5, BRERA TM hoine, 于 是 
(8.4.7) fi ir. Bj 

命题 &. 4. 1 的 证 明 首先 命题 中 的 唯一 性 由 引 理 8. 4.5 得 到 . 
18 855/388. 4.6, BES Me ROR OE 方程 (8.4.1) 的 
解 存在 即 可 . 设 amd Gode € DU RMA eu CO — [spas ic ity 
f2 (8. 4. D 和 方程 (8.0. 22— 3, iE C8. 0. DFE [0.7] C CR) 
连续 解 . 由 于 vw, sw, € pB 所 以 由 控制 收 化 定理 得 ,ww Soc 
pBU .这样 就 完成 了 存在 性 的 证 明 . 从 引 理 8.4. 6 的 证 明知 ,vw X 
于 上 连续 .至 此 ,命题 8. 4.1 的 证 上 明 全 部 完成 . 口 

作为 本 节 的 结 东 ,考虑 下 面 参 数 是 上 0 的 积分 方程 


vG) iw, GQ) — [des {YG DMO) OSS KT, 


st 


H 


Jag, [e as rms 


(8. 4.8) 
(de) 60r" $n "x)d x07 0.$€ pC.CR^) B |g, = 1,YGCre)7 
ea 常数 并 | 一 ce 由 命题 8. 4. 1 知 对 每 个 固定 的 1 方程 (8. A18) 
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在 pB BA ERR. PRC. 4.8) 很 重要 ,下 面 将 发 现 该 方程 的 
解 v.(s) 的 收 仑 问题 与 占 位 时 过 程 Y WRT AAR. 
S[388.4. 8 在 (8. 4. SX REB I ER US 入 是 正 整 


Korm is RR kE {Ol N1? 有 


sup lez! ?<s) — wi Cs) 


rk 十 二 


« 2 ws — es [leer lee + Har 
ul 2 1 [2 


T 
十 aljat — villas] dr Seh, iu CDI 
D 


ul 


+ 2a sup lut) — vi^ Golh 
Pippo: - 


" [ars +4, (T) | 
t 1 


T 
+ leoh" — holt? Maf arlsa, va, O 


+? sup &, vi" (5) — ees "Gh 
are scart n ^ 


" Je Sete, +h, Cr) I + 
4a 


其 中 £i e RAT 上 的 连续 函数 人 tar0 是 参数 ?满足 
|||; a? m evi? | jae — OC t; oo), 
sup fle, wi t?i{s) — € uP Cs) |l — QC fp OO), 
Beamer 1 | z 
证 明 AW V(x) al ||) a PC) Sate (2), 
Y GMa) =ate (x) ' 其 中 =, Cr) sE Gro 0C ste 09) E Iv re 
RAN (0 E sE [Lirpr 十 r], 利 用 初等 不 等 式 8.4. 2， 
oh! Fes) — fdlh 
« 2] G, G) — v (9) 28, +a, C ll 


« 2| Gu, G) — wa Ges, e» TO 


+ 2f arl ES. not o 
a 
— Yay ^C Teh, <n Dh 
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2p — l, (8.4. 9) 
根据 Holder 不 等 式 ， 


Lacus, — w,, Mas pir llog o, lr 
Ls 2| del iS. [alot ^ — t^t) 
+ dei? — eui ICD Def, uu h 
<= ofari [Sa lot O — w O D Tu, uu Olh 
+ 2| del LS, le d o — eoh P Lf, iu, Ph 
< za [ dr (loi) — vip AG iS, 208, 4, CTI 
t 2| art le, vitto) 一 &w Gl 
lS, a CTI C, E D EAR) 


< za lel — vilae | drS 1 DI 


十 2a sup [ei*^(5 — uit Cs) I], 
krisi or 1 z 
x ['drliSsu, +o TN 
ü 1 2 


zie v — eiu Miar) drllSaes, +a C1 


十 2 sup lenio — E vi G) |l 


ere eer € 
x lacs, +a TI. 
G 1 ri 


将 五 ,7 的 上 述 不 等 式 代 人 (8.4. 9) 式 ,并 取 supwis.; 则 结论 的 
第 一 部 分 成 立 . 

下 证 第 二 部 分 . 首先 证 |e oL — eol" lam Os stoo), 
lle, wate — e tt Illa < ile, ot? — elo ihr 


< Ne oral + Meot ll 
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S lle wi DI leis PCD Hl. 
ERT v € BY, RE v, Kwa ,根据 引 理 8. 4. 2,017 € PBT, MK 
而 上 式 的 记号 有 意义 . 这样, 我 们 仅 需 证 
le, es CT, > 065 一 co) 

即 可 . 

容易 验证 ,在 Mr CRP, uu o 06, So) (BBM) EK 
中 名 是 集中 在 0 点 的 单 点 测度 .所 以 由 引 理 8. 1. 209048. 

llle, — wu Illia sr = OC, — 092. (8. 4. 10) 


同 理 可 得 ， 
leo, -a CDD d. lw, (ham oo). (8. 4.113 


根据 初等 不 等 式 (8. 4. 2) f& Holder 不 等 式 可 以 推出 

lw” — wi dir S 2 lite, — W,, | les rta, a CP) Ite s 
(8. 4. 12) 
再 由 (8. 4.100, (8. 4. 112, €8. 4. 122. 得 foL — wit llis — 0G 


— co). 特别 地 ， 
Jott ECT) — wt Th 0G, > 00). — (8.4.13) 


Bi Whe, d A C he, Db CT) — iz ^C le wht CT) Ih 
其 中 & 有 办 (不 依赖 于 &l0,r€ ROB Ei, Cr IOC, 00), V ze 
RACON A CS. 4. 13) E d fi c SE 38 06 (3 


le wet CD) -= OG, > 00). 
1 


[n] y 可 HESU Presei: le, oi Cs) =g vi, * (s) |l ia ER (Um oo y. 至 此 
3| 38 5e SRE. D 


$8.5 IES .d=e/f 


定理 8.5 1 BRK. PORNBELMWEMR. Ba 
=a). Ve) a CE BO Cx | 00) JE Y. /t > bads (1 00). 其 中 
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Zi aOR 6 EIERE., AA n] Ar, 38 (8 8 189 BEL GF Bt 24 a — 0 
=l. 
证 明 ”任意 固定 PEC. CR). RHE 
E 217 (,Y) > EAlisll: te > 20), 

而 上 是 具有 所 述 性 质 的 随机 变量 .特别 地 ,< 的 分 布 与 区 无 关 . 不 失 
一 般 性 ,我 们 假设 站 — 1. RAS. RMR, Pe 全 Pie 和 
(27000, 如 >0. 由 方程 (8. 0.1)， 

2 = eNO (8. 5. 1) 
EH a, (BAAD BS. 2. 20 8 IE — dE frt. > 

ats.) = t um ast ar) s D Gr © ET, 

即 

lesh = dos Gl. (8.5. 2) 
可 以 验证 vu GO S JE 

wu) = w, G) — P7 | dr Dr) 00]. 


(8.5. 32 

其 中 ux) —6$G "dz. 根据 定理 的 假设 ,1 一 48/a 一 0, 于 是 
(8. 5.3) 化 为 (8. 4. 8). 

由 引 理 8. 4. 8 中 的 讨论 知 ,在 Mp UR) P, pa > pot + 00), k 
及 dle, — wn llli > o0 G 7 oo0). 另 外 利用 引 理 8.4.8 和 类 似 于 引 
38 8.4. 6 AO GEB] Zr 3, PT LAHE 257; FE (8. 4. 8) 的 解 o CO 在 PB" 
中 ,存在 某 %,& dixe BUT h yu, — vyu) Fo oo), A e a i e 
=o, AEREE E BRIT 中 ,| drS Dou 001 
fars,- Cav PG) 1C co) ;从而 我 们 得 到 
a 


v(s) = wals) — | ars, Ea], 


Bp 
ws) — of arp. cr. .) 一 [arSant] (8. 5. 4) 
a a . 
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由 命题 8. 4. 1, 77 C8. 5. 40 TE p87? 中 存 碍 唯一 解 , 记 为 vu. 内 为 
在 PBUT th ov, >o), FD 
le CD] > lop I, G > co) HER T. = 1. (8.5.5) 
E CB. 4.133,(8.5.1),08.5. 5048 
DP e7% 一 e eus = pfe PE (i —- co), (8. 5. 6) 
右 端 的 等 式 利 用 了 Laplace 变换 的 连续 性 定理 . p Jp PR (8. 5. 4018 
le CDI; = 8 一 al dez?) 82-0. (8.5.7) 
国 为 48. 5.495 $ XX A € Korte $ OX. 由 引 理 8, 1.1022 
得 
[aret eo < es HEB. con, 
从 而 由 (8. 5. 7) liv, CD |, 0609042 » Clio, (1) Dh" Dao, = 1. 3E 
而 由 (8. 5. 60st m B est fe PCH 1. 
当 aA 00} BUG. 5. D EUR 80 | driek’ — o. 
FÆ v,,=0, X RICS. 5. DAE. 所 以 $4 是 非 退 化 的 . BAW E 


是 无 窃 可 分 的 ,所 以 是 无 穷 可 分 的 . 最 后 , 当 a 一 0 时 ,由 
(8. 5. 72. fen, O20], 8 tA. 5. 6) 右 端 得 ， 


e 一 Pe, 
By 
Pet e, Y A> D, 
由 Laplace 变换 的 唯一 性 得 ,$= 二 1 [] 
系 8.5.2 f£ d-—e/B,YGo--0Clxl92, Wi eara 
oo) CP sk qs ARE RU SOM. 


注 8. 5. 3  Fleischmann-Gártner (19860 3E [ 73 ]'P. Bj Jii ie T Y 
为 常数 的 情况 . 本 节 讨 论 了 更 一 般 的 分 核 率 . 从 两 者 结果 比较 来 
看 ,分 枝 率 的 变化 引起 有 关 结 果 的 本 质 不 同 . 另 一 方面 ,我 们 看 到 
Y 的 浙 近 行为 与 底 过 程 状 态 空间 的 维 数 d 密切 相关 . dap 时 ， 
Y./t 趋 于 非 随 机 测度 , 且 极 限 测 度 不 依赖 于 分 枝 特 征 ; 但 当 4 二 a/ 
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时 , 则 问题 复杂 得 内 RAP X0( [zl oo) at. EARL 
变量 上 是 非 退 化 的 ,而 e=0 时 上 是 过 化 的 (这 时 了 的 渐 近 行为 与 
ca/p 情 形 类 似 ). 可 见 在 临界 情形 ,了 MAAE IT A Y 的 变化 很 
敏感 . 有 理由 认为 , 底 过 程 的 性 质 是 影响 占 位 时 过 程 行为 的 主要 因 
素 ; 而 分 枝 特 征 又 起 着 某 种 “消长 ”作用 . 

文献 评注 ;本 章 的 内 容 取 材 于 王国 胜 ,、 赵 学 雷 (1996) 在 1 门 95]] 
中 的 结果 . 在 证 明 方法 上 主要 参考 了 [73]. 但 由 于 这 里 考虑 的 情况 
比较 一 般 , 有 些 方法 需要 改进 . Æ d —a/ B 情况 的 讨论 中 ,[73] 中 
的 方法 不 再 适用 ,只 有 寻求 新 的 思路 ,得 到 了 罗 新 的 结果 ， 
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第 九 章 ”绝对 连续 性 


前 面 几 章 的 讨论 是 在 随机 过 程 的 一 般 理 论 框 加 内 进行 的 . 另 
一 方面 ,做 为 随机 测度 , 它 又 有 自己 的 特色 问题 . 璧 如 ,它们 的 支撑 
集 的 结构 ,测度 的 奇异 性 及 绝对 连续 性 等 等 . 由 于 在 研究 支撑 集 的 
结构 及 奇异 性 时 要 用 到 非 标准 分 析 , 我 们 在 此 不 做 详细 讨论 .本 章 
关心 的 是 超过 程 的 绝对 连续 性 . 

从 前 面 已 经 可 以 看 出 ,参数 Sv 在 超过 程 的 研究 中 起 着 重 
要 作用 . 例如 , 若 超 -稳定 过 程 (0< a 扫 2) 的 分 枝 特 征 为 更 (zz) 
7 cz? ,c > 0, Dawson-Hochberg ( 1979 )U5] 及 Zihle(1988)[2191 证 明 
了 超过 程 在 任何 时 间 的 支撑 集 几 乎 处 处 具有 Hausdorff- a. 也 
就 是 说 ,wza 时 相应 的 超 稳定 过 程 相 对 于 & 上 的 Lebesgue 测度 
是 奇异 的 ,同时 也 显示 了 在 低 维 空间 上 超过 程 的 非 奇 异性 . 


$9.1. 直线 上 超 稳 定 过 程 的 绝对 连续 性 


34 亚 二 0 时 ,相应 的 超过 程 退 化 为 非 随机 测度 , 因此 车 假 设 初 
k& m BEDAE 汪 , 底 过 程 的 转移 概率 密度 (相对 于 基 一 参考 测度 SN 
pir y), M ge SUBE CX, P^) 89 Laplace 12 PR 8] I Xf P TEE £750, 
X, 相对 于 该 参考 测度 S 也 是 绝对 连续 的 ,其 密度 为 | ey x 
论 维 数 多 大, 相应 的 测度 值 过 程 都 是 相对 于 Lebesgue 测度 绝对 连 
i. 

考虑 直线 上 二 分 枝 超 a 对称 稳定 过 程 的 情况 . 假设 分 枝 特 征 
Perr) =el M cC) A na E. 这 时 取 参 考 测度 为 总 
上 的 Lebesgue 测度 ,并 以 户 (Czy) 表 示 对 称 稳 定 过 程 的 转移 密度 
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mx. 

5 HE BU AIS aR peds Aat [z^ 870. Ms = (ne 
o MOD, MOT: C208) E & NC LIBE XETV T 
220, 5770 ,supo«s ri [nS 7003. 

引 理 9.1. 1 Slee RNA: 

《了 1 存在 0<8<-1 俩 得 对 于 了 >0， 

up. suppr, v? « oo, 

(BOA HR Y 0,67 ORM TAEA T 0.33 C170, 
rye R OKAL, 

| Pia E2) — AG y! deds <Cr(|x — yl +A), 

(9.1. D 

(BS) EAE >l EOS pb; SiG, || 5s 5,57 $; E e IE 


界 连续 函数 , Feb ds — 1/4, S 4 = [ do enos: bx) 


= [dye $n. 

证 明 (BIO, CB2» nf PR CI. 9. 30, CI. 9. 40 C1. 9. 8248 3). 对 
于 {《B3), 取 poe 即 可 . 

定理 9.1.2 WX, EA oR BE ORE A Cr) 
—cGz. d uc. 

(1)Pr(Y 2220, X, (dF dx WER, ELLE HE X, (0 X 


于 >ot) 
{2) 存 在 S7(R)-(A AT EER W, ERTA i ou P- 


aS., 


Xa) — X,G) 一 | V X.GOWGods + | As X odds. 
(9.1. 2) 


RA. ba RA ATV $€ 27D, 
LX ,> = CX, 8? 
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=f I, VX Mx) $x) W dsd x «f CX, Ge) LB ds, 


其 中 PCORRR LER Bg HE y AR E OX (为 其 对 偶 (分 布 ) 空 
间 , 入 .= 一 (一 入 ), 即 是 ww- 对 称 稳 定 过 程 的 无 穷 小 算 子 ， 

定理 的 证 明 将 通过 如 下 几 个 引 理 来 完成 . 

引 理 9. 1.3 设 sc M LV £20, tar) 是 几乎 所 有 相对 于 
Lebesgue 测度 绝对 连续 的 

证 明 b p= pla). AS BD. 1. 1382€ 3.5. 240 X? (G2. = 
CX, pio BREN. 首先 我 们 断言 DIO 0p pe 


CT roc (Gr)0$, Gt dtd x « oo (9.1.3) 
和 
lim imf. P*QUG) — X! GOY 4, Cx) tdidr = 0. 
(9. 1.4) 
事实 上 ,由 系 3,.5. 2， 
PAXE? = Qo ga! + Gest [ as Seco y). 
根据 nc KI S53 BIO. 1. BD EO p p — 1. RAIA 


rf iu + Pita 4, (a) didx 
RE. 


= const] | (tes Bi 094 p (eo dtdx 
Ca E 


x const (H, d, ,? «o0, 
TX 329.1. 1CB1) 和 (B3), 并 注意 到 < 的 有 界 性 ， 


Ff oz f aseo os cota 
ûs È ù ! 


< const| def dixie pim) | ch eon xI oo, 
这 就 证 明了 (9.1. D. € FO. 1. D BEC JH AS. 5.2, 
PXE) — X? GOY 
= PX opi — pir? 
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= (n [ ass 206 Pie — ba) + nba — BY 
同 理 可 证 (9. 1. 42. FAO. 1. 308 C9. 1. OMA RAR S aT pl 
过 程 X, Gee) [0,00 X R X 90,00) BR 

Feo. G4, GO dtdx < oo,M T >0, (9.1.5) 
TV 1<ip<ip,,7>>0, 
limf | Prato 一 X,(x)'$,GOrfdidxz = 0. (9.1.6) 


而 且 , 对 于 任意 SECTOR, 
POS) 一 [X oscoazr 


< limP*| (X?,4) — Í X,GO$CGOdz|? 
hw E& 


« lm | P*Of Go — X, GYf GOdz| S GO de. 
d eX o. 1.6. BI £g pru £u. IH 
39.1.4 TEE X E BLOQUE... PPP CRBS Ig] 
(0,7 .55 POL: dE £^ CRO)-(8 A Wiener YEW, FOR 
多 ,可 料 ( 修 正 ) 过 程 X, rw) [0,00 x Rx Q— [0,0 ) ff f V > 
0,27 C7 GO ,P'-a.s., 
(X18) — (XP 
- n V X, G)$G)W, (o dsdz + J OG Ads. 
ER 由 于 艺 是 轨道 连续 的 ,所 以 我 们 可 以 假设 X OR 
A BAY. He CCP LR}, 由 定理 4, 1.2 和 系 3.5.2， 
MG) = QC — OG — | nts 
RP! Ln) E Jr [BUR HERTEN 
KMS, = | [oec oaa. 


9 
Æ WF CWalsh[ 194 ]Ch. 2) H PHE » BAT AT LA HR Bi — A E AE BRE BE 
M (dsdx) , E 7 205 38 WI HE KM > (dsd zz) = 2e (30 X, Cx) dsl. W 
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在 , 取 与 xL fho BS" O-R Wiener 过 程 WF, EAERI 
uf pi TE SE fa E E S FR] b EOD. S 


=| | is reo 2M (dsdx) 
v X, Cr) 


T La ix ono) W,Cxdsdz. 


由 此 易 知 ， 
<W X (dsdx) = (rdsdr, 
Bj W, 是 97 O- I Wiener 过 程 { 但 不 一 定 是 标准 的 ), 而且 


M. = f. V X, GORGOW,GOdsdz,V 4 € CP. 


证 毕 ， o 
3189. 1.5 对 于 Y OM pE C^ CRD Pa. s. , 


QU) = OUS + NA X GOS, BOW Godsdz. 
[IU 


| (9.1.7) 
证 明 ”首先 往 证 对 于 Y gE R), 
P^ oto | VX pow, Gdsdz| 
= fasca., 2008... (9.1.8) 
ü 


由 引 理 9. 1. 4, ERA EN T 
Pr{ xs){ oco — Kop? — [OG Adds] | 
= PC OG. — PUK 8 (Xoo? 
— [Proc OC Ads. 


Hi 3. 5. 2 及 Markov 性 并 注意 到 [S.Atar = S4 一 S$, 经 直接 


计算 可 知 (9. 1.8) 成 立 .而 且 对 于 p 放 0, 该 式 对 于 名 $$ dell 
«oo AR 3r. 
@ P= (0H <<, =2} B00] PMD IIT |: 
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—max(t,—£t.l&isn). FRM F $€C7.:£2z0, 


r e. X.GOS, OW, GOdsd | 
= dim XP xwf Í VX ES pW, Godd | 
= lim, > (P OC, S. LINE VX CaS, OW, GO dsdz 
Saad [OL oos cow, codsas] | 


lim >， ; dass. 265, Poe $) 


lim 2; 


一 7 UO, 


- [7 dst 15 208-65, (HH (9. 1. 899 


= lim SY)" dstaS, 2:8, fS 


一 [dstas, 2e 8,40». 
由 此 可 证 ， 
2 
Pel axe — (Xe PH — ff oxeos cow as) = 0. 


Xx BE UE HAT AR S| 3H. A 
TU XO RA ERE LE. RINE XC A 
Bri. WUE ASO, oP Cz A): = Bua Gs 


n-l EN 1 
vrsh): 一 5|” Á H) f S-.C2co Gua Det tasas nds. 
a 


t= 1 
(9.1. 9) 
引 理 9. 1.6 对 于 Y nz. pt OR ERR Ce>0 使 得 
QUU TA Cu C) I. ADO, 9.1.10) 
WA Csi 关于 1E 《0,50) 局 部 有 界 . 
RRR Fe OM. BR iu Grd = Ce ph M E 
(9. 1. 100. FREE eM Fen La. N91. 80 HT AL, 
Sv (ux AD XC v (HP ux hu ZO. 
“191 ， 


因此 ， 
一 下 
v" G xh) < allel] S” 


k=] 


! jue Gero Jo” Cs zh Ms. 
EH] 


(9.1.11) 
由 归纳 法 ; 易 证 存在 Cr, > 0 
Jetse, A| S Crati hRI0,0-im T. 
Br EL h RUE BU D C9. 1. LOOKS [E EB n 3x. 
引 理 9. 1.7. XI V nS 1. p 0I OR ERC... >On 
PX ED SC, hp (4) Gu) € (0,00) X R, 
(9.1.12) 
其 中 Co 对 于 任意 固定 的 n21.proR kT: RRAAB. 
证 明 由 定理 3. 5.7， 


一 1 
E] 2n—1] 


PXW = >| 
=b 
由 此 及 Fatou 4| EE CA A—>0), 3[389. 1.6 可 证 本 引 理 成 立 . o 
S[389, 1.8 EE 50. MF £254, HR 


Y,(2) =| fie kyr) V X, Cy) WW (oO dsdy, 


W (Y, (+) s 具有 和 连续 修正 . 

证 明 oO r3. 由 Burkholder-Davis-Gundy FFACA A 
[166 ].p. 1512 & Holder 不 等 式 ， 

P'OL,OGO — Y. 


< cured f [ase pee) Ke des) 


| (uv "T® (tix) > PKC "251 


< Cal f, n Gu Gs) 一 bis Gs y duds)" 


X IN (Dalz) — pe LG DTP OX, GOD" dudz, 
其 中 约定 ply 0K 1 之 0. *DCEVB90.T—0, 由 引 理 9. 1.1 
(B), (CB3) 知 ,存在 C=Crs>0, | as| ps Go de Cru 
(x) ,于 是 
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————— P —— PP —— 


NATOS — Pogy)Ydudz 


CHAE sl? + le c yl dB) (.1.132 
XPTYOxumST,. (r.y)€ Rx AR 成 立 . 其 中 他 一 min id,l1—@}. 
另 一 方面 ,由 引 理 9.1.7, 引 理 9. 1. 1《B1),《B3) 得 ;对 于 po 


ff Pea x PAAK (2) Y dudz 
ty a 


= sup Coral | Pru 22°, (2) dudz 
to R 


a 
<< const, le) |. 


m LTB PEGE C— CON. T .n.22250, 
PY (a) — YQ CC lt — s|7 + [x — y 27 GO 


+ 4.09) 71)", 
对 于 所 有 Sss T Ale VCR MR. dn RBKA, 
Kolmogorov 5] #88) 3 £F i e o 5] UE. D 


定理 .1. 2 的 证 明 由 于 对 于 EGD, ig plo +5] XE 
8. l. 5 也 成 立 :所 以 ,对 于 GE CO CR), Pr-a. S. os 


(Xi sg) = SH + S S VOSS OW, ded. 
从 而 P-a. s. 

Ot. = OG Soup + | | V X oos SOW Cr) dda. 
H BB PL Fubini 定理 (参见 [194],p. 296) ,我 们 有 Pas. 

X GO = S2,X,G) + NS JV X GW.Godsd y. 


(9. 1. 14) 

gig BEO. 1. 740, CF HS B 600, X, DKF c RAKE 

E. 1559] 889. 1. SRR T (9.1. 14246 33 86 od RU XT Gua€ 
(0,00) X & KARE IE. 这 就 证 明了 所 要 结果 ， 口 
注 9.1.9 事实 上 ,对 于 分 枝 特 征 为 于 (zx,z) 二 7 了 (rjz 0< 有 


«LY Cr) 4E FUE FE iS BC HE OE. Dawson-Hochberg (1979)1”]， 
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Roelly-Coppoletta (1986 ) yE — e 4 Fk OE T dif ie TAB 
程 的 第 对 连续 性 ,更 一 般 的 结果 由 Fleischmann (1988) 771 & HH. 结 
A Ht Ee Hausdorff 维 数 的 研究 ,实际 上 我 们 有 如 下 的 
镇 论 ; 记 着 为 CA, 于 )- 超 过 程 , 对 于 sc Me CR) Wr T ferme 
290, X, SAW E SE BIS BUS daB. 该 结论 的 证 明 概 要 可 参 
见 文献 [19] ,Th. 8. 3. 1. 

对 于 具有 催化 剂 5 即 分 枝 现 象 只 在 某 些 点 上 发 生 )? 的 超过 程 的 
£5 Xf xk UE PEOR) OT FE Ek 55 RR BE Y^ Dawson-Fleischmann-Roelly 
(1991)U* 4), i Æ Dawson, Fleischmann 等 人 又 对 此 进行 了 -… 系 列 
的 研究 .国内 王 永 进 . 吝 军区 等 也 在 该 领域 有 一 系列 的 研究 工作 ， 
例如 ,[84],[2033,[201] 和 [202] 等 ， 

it9. 1.10 对 于 一 般 的 Luzin SAE. SDE 5^ RE HE E BIN 
Br. 如 果 底 过 程 相对 于 So FARBER. WI BD v WO XE 
(BD — (B3) ,那么 定理 9. 1.2 仍 成 立 ,详细 证 明 请 参见 文献 -110]. 


$9.2 在 空间 曲面 上 的 绝对 连续 性 


本 节 ,我 们 讨论 导 , 严 )- 超 过 程 在 曲面 上 的 绝对 连续 性 . 其 中 去 
WR ERRER. Ere) Sele). 
BEED Æ EAH EM cH—inl{t>0,64D} We SOM 
出 五 的 时 间 . 由 $3.6 我 们 可 定义 随机 测度 XC 如下: 
Prexp{— (Xa f>) = expli — Vo. f£ € ECOD); 
(9. 2.1) 


Vida) 十 E. lw, v ED ds = Efé), (9.2.2) 
IH 


其 中 C63D)( 相 应 地 pC CAD) ) SR m E SLE OD E B5 E S eR C CR A 
Hb 3E 3E Sk PR ROO. 记 nO r0 ARR AD LIEN Lebesgue ME. 
SELERMAART CR ZL- 扩散 过 程 . 由 定义 知 X. Bap 
上 的 随机 测度 . 从 后 面 的 讨论 将 看 出 ;在 非 线 性 边 秆 问题 的 研究 
+X, 起 着 重要 作用 . 因此 ,对 六; 的 研 窒 自 然 成 为 人 人们 关心 的 问 
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题 .在 此 ,我 们 仪 讨论 它 的 弧 对 连续 性 , 首先 , 先 对 区 械 作 一 些 限 
fl. 

假设 少 2.1 A GGe yp K Gc, y) 4 RIDE ZR CL. DO XE IE 89 
Green 函数 和 Poisson 函数 , 即 它们 由 下 式 决 定 ， 


| Gc wf dy = E,[ fat. f ECD), 


| K Gon f Wady) = Ef (E), f € ECGD), 


假定 存在 常数 C 使 得 
GGr.y) &; Cid Czx,23D) A d(y,a3DoDg(ir,.y). (9.2.3) 
KG.) s; CdCz,3D)/|x — yid 2 2. (9.2. 45 
其 中 ， 


max{},logQ1/|z— yl}, d= 2; 
ilz — yii, d > 3 
38 dix: aD =n ir elre aD}. 
假设 9. 2.2 存在 一 列 3DX3D EP XESERÜE le. (roy n= 
1.2.7, 1 98 E 
1. 对 每 一 n, r€3D,.p. Gc y) 0E ylz yl ze1/5 El 


j px y)t(dy) = 1. 
ap 


2. p, Cx, y). Cy) EE nwo $F eID — XX, 3X 8H 0, 是 
Dirac- ga $t. 

上 述 假 设 对 于 很 案情 况 都 适用 . ee EER 1E BS AE 
下 证 明了 和 假设 3. 2. 102 9, XC AR [ 239 ] 1 [ 240 D; 24 D E-A 
Lipschitz 区 域 时 ,假设 9.2. 2 也 成 立 . 特别 地 , 球 上 的 Brown 运动 
满足 上 述 两 个 假设 .这 就 说 明了 我 们 如 下 的 讨论 是 有 实质 内 容 的 . 

本 节 将 证 明 如 下 定理 . 

定理 9. 2.3 H LERRET.. Dog S iio. 2. 1 与 
Biss. 2.2.2 supp(j) CK CD, K 是 万 的 紧 子 集 , 则 当 了 一 2 时 ， 
Pas, Xdx) 是 关于 n (dx 88 P E EE 00 08 aze38 EOM: eS 
及 C0, 


gles) = 


1957 


elr) x; CdCx aD) *^*, (9. 2. 5) 
则 P"-a.s. X. 也是 甘于 xfkar) 绝 对 连续 的 .特别 地 , 若 supp(c) C 
K, ERS Re. 
AEE ,我们 先 来 看 所 个 引 理 . 
3]289.2.4 i ECOD, Vy}, >Owe 


Vule) + E, [ WE Vy EDs = EAE), (9.2.6) 
而 存在 常数 ez HB Vy BHF ACLOO RF Di. 
证明 TBR > 
Gh d 2) = E, | 2e 09, E ddr 45. 
Hid 
$n) = ESTED. (0. 2. 7) 
i X3.5. TZ UE B4. 25 | A] CSV FH le P. rj 时 ,方程 <9, 2. 60 
解 为 


Vy = Sc AY, (98. 2.8) 
其 中 
p" = 区 名 ”一 X x $07 0* an T ]. (9. 2. 9) 
证 毕 . B 0 
由 引 理 9. 2.4; 易 知 


引 理 9. 2.5 X supp() CK C D, NET £E fil 88 f € CCoDO, 
G) P OG P) = Gs E f£ OR = | nta] Ki. 


yMGOrG 2. 
(i 


PR LY 


|l 


GE, FEI + (pE. | 268) Ee SEDs) 


| f eado] Kisoda] ; 
+ [icto dyGtr yey) 
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x | | Kf Geo] f 


定理 9. 2. 3 的 证 了 明 设 Xe) =X., 0,020.9), Hi fl ES. 2.1, 
9.2.2, 它 是 适 定 的 ,而 且 可 断言 


| < oo, n l, 9.2.10) 


, im, prez PG GO — X,Cr))? — 0. €9.2.1DD 


据 引 理 9. 2.5, 我 们 有 
Í PX aV da 


r E 
- J reto | pay)| cv eoa Gremio] 
4- of rao dyf de (y,2)el2) 
aD & D 


x [| Rene Genaue 


ĉl I. (9.2.12) 
BES upp (4) CK CD , RTA RR d (suppCj) aD) =a>0, RIL, 


n=] ras] [ nayf Ko Gema) 


< uGP)nQD)C a UH (9.2.42), 
其 最 后 --- WR KR F n 考虑 


i,= 2f (da) |. tao | 446r cc 
x (| Koo Gon] 
x 2| adaf pcay)| ase 


x | Keener wr (du) 
《由 Hólder 不 等 式 与 假设 9.2.2) 
zz 2| rcaz)| eto | uay) 


t [97-7 


x | Giy  z)c (3) K (2,0) p, Cr dz, 
D 
M dz 一 2 时 ,继续 上 式 的 计算 得 
= const | zx) mdu, (ru) 
aD ab, 


i 
x [_ed@y>| max {1 Jog ly — zi dz 
< C. 


当 d EAO. 2.4) 与 假设 9.2. 1 下 ， 
LZ consc] rcdz)| adi} OAT 
E any 


x | ptdy) { 1/Cly — zsle — ul- dz 
gi m 
C (9.2.13) 


其 中 C, ;已 :都 是 与 n XX mS. 
至 于 49, 2.112, 由 引 理 9. 2. 5 得 


| (do) PIC GO 一 Kale) Y 
= NI [js] Ron esso — & (zsz) dz} 
+ 2| adaf nto | 42 C eco 
2 
il Ku), Gru) 一 p. Gri (du) |. (9.2.14) 
ul aD 


(9, 2, 10053 C9. 2. 112 Bl dfe H TERS TW PRÉC X, Crw); 
aD X f(—[60.,oe» 9i Rt 


Í x(dx)P"Xi(x) «oo (9. 2. 15) 
ap 


lim | redan PR, (2) — Xa = 0. (9, 2. 165 


riod ap 
而 且 对 于 任意 Fe CQ), 
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P^| Gf) — È X-GOf ndz) | 
= mP Qt. 一 | Xe frr dn) 
abc E 


« lim | P*LG) — XCz acd) | P(a)a(dr) 
nt eJ an an 
= 0, (8.2.17) 
这 就 证 明了 定理 9. 2. 3. H 
以 X.COGUR X. ANF oc B EHE Rl EE, 
命题 9. 2.6 
PrX.(x) = [ Ma KO.2), z€aD. (92.1 


证 明 由 引 理 9. 2. 5 我 们 有 
OG = | Xf ndz), f € C, D). 


定理 9. 2.335 Bf, 
f PPX Gf (rr(dz) = f idy) f KO af Go (a), 
sb D an 


因而 (9. 2. 18) 成 立 . H 
$9.3 在 非 分 枝 区 域 上 的 绝对 连续 性 


我 们 曾 在 本 章 引言 里 指出 , 若 没 有 分 枝 现 象 发 生 , 则 相应 的 超 
过 程 进化 为 非 随机 测度 ,从 数学 上 讲 , 这 种 情况 意义 不 大 . 因为 人 
们 更 关心 分 核 现象 发 生 的 情况 . 过 去 人 们 的 研究 总 是 假定 分 枝 在 
整个 空间 上 发 生 . 一 个 自然 的 癌 题 是 , 当 分 枝 仅 在 局 部 不 发 生 的 时 
候 , 超 过 程 又 那些 不 同 的 性 质 呢 ?下面 我 们 来 看 它 的 绝对 连续 性 . 

同样 我 们 仍 考察 BA, -MA EOR P Luc ut LX HE 
ABUSE" 上 的 强 酉 加 算 子 工 或 为 -稳定 过 程 的 无 穷 小 算 字 一 
C— AY" (1—as2). & B-— (x € Rela) —01), BldE Ar ER 3€ 
们 的 兴趣 在 于 OX, 限制 在 BB 上 的 绝对 连续 性 . 以 B" deos B 的 内 
点 ,以 Xz 表示 X 在 Br 上 的 限制 .我们 有 好 下 的 结论 : 
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定理 9. 3.1 假设 EAS WM TER dzl € MECED,P*- 
a. 5. X, | e IE X F Lebesgue 测度 绝对 连续 的 . 若 还 有 supp Uo C 
EBE, WH Radon-Nikodym FA X (XO HF OA ze BUR Gd 
FEE. 

下 面 , 我 们 仅 对 ep ERAS E E AB DS Tox HE H GE 
理 , 强 椭圆 算 子 的 情况 可 类 似 讨论 ， 

取 XiQr)—L.qpuOox).400.BHEB3.5.75 ub 

Pe K! <i oo,h > 0; 
,lim PCXt Cz) 一 Xx) = 0. 


于 是 ， 
lim (X, , py Cr, e Xz). 
局 定理 9. 2. 3 类 似 讨论 ,可 证 X, Le (20) d 808E XE HE. FF Ac 
X(zr) 为 其 密度 . 现 往 证 XX,(z) 具 有 联合 连续 性 . 
BAX, ORAS AMAA. 注意 到 X,(z) 是 参数 为 
(qd 十 1) 的 随机 场 . 因此 ,根据 推广 的 Kolmogrov 窍 准 则 (参见 引 理 
1.8. 2) ,我 们 要 证 : 任 给 [0, 十 22)XP BT RU IEEE EC 
0,05 C 0 4E (B 2 Gr aD GS 0 € U 时 有 
P'IX,G) — X5 SCC le — s] + [x — yl. 
(9. 3. D 
为 此 ,我 们 有 ， 
引 理 9. 3.2 假设 supp(0 CE. ATER K> FERN 
à, ,05 s i 5 B; CCK) CS CKO E 13 
PHIX — X.G2|5 SOK) e — s|* 7, C9. 3, 2) 
PERD — X,G2|3 «& CA Kha — yl. (9.3.35 
AFIKS EK aye BNCBYÓ»P, elh ly] s K 成立, 其 中 
A= (x € RA ,inf,eallx— yl). 
把 引 理 9. 3. 2 的 证 明 分 为 如 下 几 个 步骤 进行 . 首先 ,由 定理 
3. 5.7, 经 初等 计算 得 ， 
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引 理 9. 3.3 
P'VX GO — Ry "const (Ko) lacy lf. nl EM. (9.3.4) 
口 


其 次 ,我 们 有 
引 理 9. 3.4 UY | Xds WAC) = 5G, OE RR 
supp O CB ,Wj Xr T Ooszs rm K le SK ,TE BWAOBY»US, 
PHY, — Ya — (— AY SOK and M — sl, 
(9.3.55 
JEP CK in) 5 5 XX. 
证 明 注意 到 S48 一 $= [S ide Rep Gc y) HE[0,00) X (Cx, 


ylle vilel/K } PAY 368 TE. 由 条 件 supp (en) CC E" LR S| 

3.5.7 和 和 定理 4, 4. 35 ub C9. 3. 5). 0 
51383. 3.5 fea ES. 3. 2a TF 

P^|X,Cx) — X, (r |” Ei const CK m |t — s |7. (9.3.6) 


WAR X 4060 qu Gs. D. h EML 2 
M, = OG.) — (Xop) — [acces (9. 3. 7) 
是 连续 Pr- 可 积 靳 ,其 变 差 这 程 为 
«M»- f (X, ef! ds. 
由 Tt6 公式 ,对 wn 之 1, 我 们 仍 可 证 
M? — n(2n 一 D | Me (X, 20H" ds 
是 P-B, 因此 
POM? = n(2n 一 Df Prae, 208) ds. 

由 Holder 不 等 式 ， 

2 (PMP = n(n — DPOMP7 OG 200) 


« n(2n — DG*MPyt ? (PX, E, 
- 201* 


同 引 理 9. 3. 3 之 证 明 , 在 引 理 9. 3.2 的 条 件 下 ， 
P(X, Zep" <= const(K mn) (1 + eR)", n > 1, 
所 以 ， 


(POMP) « const(1 十 p) PEM Pye ni, 


由 此 并 注意 到 Pr'M?" 一 0， 


PMP x const (Km) (1 十 OR Ye. (9. 3. 8) 
由 (9. 3.7) 
P| iX D — CX, p” 
an 
< ST PMY Lat (3.3.9) 
k= 
Zn 
2n 5 2n  E/in 站 an C2 &)4/2a 
sz (PM? "(P Y, Lá) . 


最 后 ,考虑 
PYM b> — (X, $7 
= PP% | Xop — OG. 4 |" CR Markov f£) 


2n 
«P $3 "n (P Mz mC PRAY, Egy Bry m fn 


=ù 
>| 7] G* PM Y (PIG ss Lp inm 
const(K n) C — sY'(C 9] 38 9. 3. 4 和 (9. 3. 85D. 
(9. 3. 10) 
由 于 最 后 一 项 的 常数 与 五 无关. S 有 h->0 即 得 所 要 结果 . Ü 
定理 9. 3. 1 BY UE AB 由 引 理 5. 3. 3 和 引 理 9. 3. 4 易 证 引 理 
9.3. 2. 这 说 明了 X, GO 4ECO 9000 X B^ BRE — T 3E ERE a SE. 
从 而 在 整个 集合 上 联合 连续 ， B 
定理 9. 3. 1 的 一 个 简单 系 为 
系 9.3.6 潜 cCr) 二 1gcoowsB00,7) 是 以 0 为 中 心 以 r 为 半径 的 
PPR US Fe X, leo ER ERM. TA. supp G0 C 
BO, ,其 密度 X,COXE( 00 XB OO.) ERAGE. 
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< 
« 


tE9.3.7 定理 9. 3. 1 的 结果 不 依赖 于 空间 的 维 数 . DC BE MG ,我 
flTi T XE PG x) — Y G1 0< <1 来 研究 同样 的 癌 题 . 具体 做 
法 可 参照 文献 [73]. HFA RARE. 
因此 不 能 够 用 本 节 的 方法 来 直接 讨论 其 密度 的 联合 连续 性 . 但 在 
非 分 枝 区 域 召 上 , 仍 可 看 成 二 分 枝 的 情况 ,当然 要 特别 处 理 . 

接 下 来 ,我 们 来 进一步 诠 轰 注 7. 1.15, 即 要 说 明 注 7. 1. 15 中 所 
提 的 两 种 灭绝 性 的 定 多 有 本 质 区 别 . 假设 底 过 程 上 是 扩散 过 程 , 显 
RA 

引 理 9, 3.8 对 于 A DEBRA SCAND >o, Ri] PLE 
€ A,rp27t) >00, rE D,t70. H 

定理 9. 3.9 设 召 如 上 所 定义 ,而 呈 具 有 非 空 的 开 子 集 . 对 44 
€ (JEN. CAN BDO. 人 

P'(X tA B) 20|X,05 20) = 

证 明 —— AMER 

可 得 ( 详 见 文献 [230]) ， 


XA) > | wary PAS € Ayr > 11 > 0,8. s. (HHIH 9.3.8) 


HH Markov ER 7% Pr 25 RR. 

i9.3.10 CE, AE Luzin FAS 是 其 上 的 参考 测度 . 若 
底 过 程 使 得 引 理 9. 3. 8 成 立 , 则 相应 的 定理 9 3. 8 也 成 立 ， 

应 用 定理 9. 3. 9, 我 们 有 

系 9. 3. 11 (Bb B ÆR 中 的 连通 区 域 , 则 对 uc M GRON 
{0} ,以 正 的 P-R, FE toe OR BOSCH) ,i 

证 表 定理 9. 3. 9 说 明了 

PB C suppCX,,2|X,C8) > 0) = 1, £22 0,5 ZO. 

因此 , 若 (B0, M] BCcsupp CX 2 t> 0.a. s. -P^. 否则 ,由 比较 定 
HE. 


PX, EE B} == 1 一 exp{— GG eo lux & B, 
其 中 wx) 是 满足 
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fata- — [*lz^*(x)-—0.x € E, 

ula = CO. 

uc Q,u(Qr) — Ofa — co), 

从 而 ,Pr{X, @ tit Bp o. 口 
由 系 9. 3.11 可 以 看 出 ,按照 定居 7.1.3, 从 有 限 测 度 出 发 ,具有 

JE Lebesgue 测度 的 非 分 枝 区 域 的 超 扩 散 过 程 是 ( 昱 ?灭绝 的 ,但 以 


FARAT. =, 
$9.4 超 对 称 稳定 过 程 占 位 时 的 绝对 连续 性 


通过 前 面 各 节 对 绝对 连续 性 的 研究 ,我 们 已 经 掌 手 了 一 定 的 
研究 这 类 问题 的 方法 与 技巧 . 现在 ,我 们 来 看 点 位 时 过 程 的 绝对 连 
B HE. 对 于 超 Brown 运动 ,Sugitani(1987) 给 出 了 十 分 精细 的 结 
果 . 本 节 , 我 们 考虑 超 对 称 稳定 这 程 的 情况 ;主要 目的 是 展示 占 位 
时 过 程 与 超过 程 本 身 相 比 , 在 绝对 连续 性 方面 有 何 异 同 . 

设 X, 是 分 枝 特 征 为 cGOz OM, CR) (A ORE. 
其 底 过 程 的 转移 函数 仍 以 p,(x) 表 示 . 记 六 ,为 其 占 位 时 过 程 (定义 
见 $4.5). 

我 们 在 第 八 章 详细 地 讨论 过 OY, BERE FEBR. 关于 其 充 对 连续 
性 ,我 们 有 

定理 9. 4.1 Re d<20,n.EM, ORB 

[ ndo) — 9) 美 于 (sz) € [0,90 x Fiet. 


(9. 4. 12 
MEE- 8EdbfAD6 LAE BE (Y G. 20:20. ce E") ftf tn PF P3 7 s 
dt Pr-a.s. 成 立 . 
DYG JR XT ROM x € 2 Wb PO- d/2) A (a—d/2) 
A1/289 Bt BOK & Holder 连续 的 ， 
2) 对 于 $E C G0 090, Qr do | Y aso oda. 
证 明 OBR. (to = (Yo p 1. 由 定理 4.4.2 与 类 似 于 前 
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风 节 的 方法 ,我 们 可 证 ,如 果 KEM, ROR RE CD. 4. 1), 则 对 CO, 
zee, 
limY, Gæ) Eya). (9.4.2) 
+0 


Mt, 321178 Bl Y — EE fà RL BBY Gr) etre Rum B 
不 难 证 朋 , 它 满足 2). 
€ TD. ÉJ LEO HE IBBIEO P< (a—d) A1,K770,n€ 
如 ,存在 常数 COCK on BD (BARO SEREK felly SK, 
P'IYG,x)-— Yo. |" x 
CCK sn BCE — 3) ^V 4 ja — yl"), (9.4.3) 
由 此 及 Kolmogorov 4H + BD (8 £5 3 1). oO 
ik9.4.2 通过 比较 9.1 中 的 结论 ; 鼎 位 时 过 程 的 绝对 连续 
性 对 于 较 高 维 数 仍 成 立 . 结合 文献 [155] 及 [29] 等 中 的 结果 ,我 们 
知道 占 位 时 过 程 绝 对 连续 性 成 立 的 空间 维 数 只 能 小 于 2a. 
定理 9, 4.12 T Sugitani(19872: ^7 89 4 38 38. Brown 运动 的 
Zi 5. Sugitani 还 研究 了 超 Brown 运动 占 伺 时 过 程 其 它 一 些 阿 题 ， 
如 直线 上 超 Brown 运动 占 位 时 过 程 的 密谋 函数 Y(t ,zr) 关 于 7 的 
可 微 性 等 . 当然 ,对 于 对 称 稳 定 过 程 也 可 研究 同样 的 问题 ,或 能 得 
到 更 具 意 义 的 结果 . 读者 不 妨 一 试 . 
文献 评注 : 89. 1 的 内 容 主 要 参考 了 文献 1110], 但 内 容 是 针对 
超 对 称 稳 定 过 程 的 ,并 对 分 枝 率 做 了 简单 夏 广 . 89.2, § 9. 3 取材 
于 文献 [226] 和 [230]. § 9. 4 主要 结果 参考 了 文献 [231] 和 [185]. 
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Ste ”超过 程 的 过 分 函数 与 调和 函数 


过 分 画 数 是 古典 位 势 理论 的 一 个 重要 概念. Markov 过 程 , 特 
别 是 五 过 程 的 过 分 函数 已 经 有 着 较为 详尽 的 研究 (参见 文献 
[175J). 本 章 通 过 对 超过 程 过 分 函数 的 研究 ,首先 揭示 了 超过 程 的 
it oY eB Se SE A at oP A ER. 然后 ,我 们 苔 出 了 -类 调和 
HMM AL. 最 后 借 此 简单 讨论 了 条 件 超过 程 . 


$10.1 超过 程 的 过 分 函数 


考 虚 第 三 章 定 义 的 (fw, 多 )- 超 过 程 X,, 其 中 eldi) — ds, Ht fk 
Lil F A 


Wx A= cn) bà 


+ MOS — t+ AOxwG,.du). (10.1.1) 
» 


1320,zE 歼 ,在 此 仅 考虑 时 间 齐 次 的 情况 , 即 系数 pc, 及 "与 时 间 
无 关 , 而 底 过 程 也 是 时 间 齐 次 的 . 对 于 非 时 齐 人 情况 可 类 似 讨论 , 首 
先 , 让 我 们 考察 超过 程 的 过 分 函数 与 底 过 程 的 过 分 画 数 之 间 的 关 
系 . 

一 般 Markov xi fé it 3} eG BUE XR 

JE X10.1.1. E £ J&— 4 Markov 过 程 . 对 于 任何 0220, BM 
FC pO (ERAN EE He ta aR AERE 

(We ^S, Fs f t220, 

(2)e TS f£ — f 35 s 0. ER. 

类 似 地 ,对 于 超过 程 我 们 有 

定 祥 10.1.2 HE F:MCGO--EL,U(LCSI BH F€-v BM ED 
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上 弱 拓扑 产生 的 Borel o- 域 ). 对 于 超过 程 X, oo, 4 F E X, 
人 过 分 函数 ,如 果 

(De "P'FCX FS F (ee) 1220, 

(22e "P*F(XD--FGO CH £770), u€ Mr (EB. 

WAC EH edt RO 7 CX RX Hae ^r 
函数 类 . RT A (5). S COE RE MEF HUE 
“At A. 

命题 10. 1.3  bI— —sup.czbCr) V 0,020, (2) np D 
人 到 277 CX). Fx ABRE A FP FD. 

证 明 ww SES!) A FRERAA FO): =e 
是 适 定 的 . 4 站 是 有 界 可 测 函 数 时 ,由 定义 10.1,2 和 定理 3. 5. LB 
可 证 得 所 要 结论 .车 了 无 界 , 取 iSS An MAS OCA. 
因此 ,由 已 证 结论 ,车 令 Fo: =e fAn RNA 


e C Ps (X ) sz Feu), 28 0, (10. 1. 2) 

lime Cer: pee (X — Fou). (10.1. 32 
Hi (10. 1. ORR c xc aT n, 

lime t P FIXO x; FC) £z 0. (10. 1. 4) 


tjt 


5--—Jr E.COO.1. 22 Markov 性 ,e “PF, XOK T e Hn p s 


沽 ,而 FF. 关于 单调 递增 ,所 以 
lime **"* PFF(X,) = lim lime “YPF OX) 


eyo tug mm 
= lim lime” ^* *P*"FtX,) 
mo fy 
= lim F, = FG. 
证 毕 . g 
反 过 来 ,对 于 给 定 的 FEA, Gf — FOL , 则 易 知 /是 可 测 


AY. 这 时 我 们 有 ， 

命题 10.1.4 PUSHER. ROV FC) = BRS 
CB. ME FE 9" CD. fe seu. 

证 了 明 ” 宙 命 题 10. 1. 3 的 证 明 即 得 . B] 
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ERAT dp DH] Tao eho eR SS JH xp GE BACCI 
间 的 一 种 关系 , 而且 超 过 程 的 过 分 函数 类 一 般 要 比 底 过 程 的 过 分 
函数 类 大 . 因为 ,除了 线性 过 分 函数 外 ,超过 程 还 有 非 线 性 的 过 分 
eR X. 例如, 设 Fe SCE), 

fo Ftp) = log] + C u.s € M. 
FWE FEUX. Et BRERA 
命题 10. 1.5 假设 e Rl 是 单 增 . 上 凸 Borel nj PIRE, 
即 满足 如 下 不 等 式 : 
g(cx tey meg tago), OS tcm. 
(10. 1. 5) 
则 在 命题 10, 1. 3 的 相同 条 件 下 , 若 FC OHO) BB A BOF »€ 
A gf EC FOX). 

过 分 函数 的 一 种 特殊 情况 是 不 变 函 数 . 它 的 定义 为 

XE 10.1.6. 对 于 ez0,F:M,;G(E >R U ico). A FEA r, 
RF EX, oe RE BBR Pee WF (KOS Cp) £20. 

我 们 知道 , 当 一 个 过 程 保守 时 ,任何 非 负 常 数 是 该 过 程 的 不 变 
前 数 , 同 理 , 由 于 我 们 讨论 的 超过 程 也 是 保守 的 ,因此 , 非 负 常数 也 
是 超过 程 的 不 变 函 数 . 类 似 于 前 面 讨论 ,我 们 也 有 

命题 10. 1. 7 在 命题 10. 1. AB BEEF PE CRT DD 
DII FOO OFX WY BARE RR. 

本 命题 给 出 了 线性 不 变 函 数 的 构造 . 更 一 般 的 局 题 是 不 变 函 
Ki WM. 显然 ,这 不 是 一 个 容易 回答 的 间 题 ,下 一 节 对 此 将 着 
ii. 


$10.2 JUR BUE SS 


我 们 将 着 重 研 究 超 过 程 的 调和 函数 及 其 应 用 . 超过 程 的 调和 
函 教 已 经 越 来 越 多 地 受到 人 们 的 关注 ,特别 地 , 它 是 进一步 研究 条 
件 超 过 程 的 基础 ,而 且 与 非 线性 微分 方程 也 有 密切 联系 . 到 自前 为 
下 ,国际 上 上 有关 的 研究 已 经 不 少 , 如 文献 [168],[63],[64],[L65]， 
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[149] 和 [150 SS. 国内 也 有 一 些 专门 的 工作 如 [228] 及 [211] 等 
等 ,但 仍 有 不 少 问 题 有 待 研究 .下 面 我 们 考虑 二 分 枝 超过 程 的 调和 
函数 的 刻 划 , BLUES ae Perse) — TG. 

设 (é,, 0 .cxft— Feller 过 程 , 对 应 的 无 穷 小 算 子 记 作 (4， 
DCA) ,满足 (1)D(A) 是 上 连续 函数 空间 的 笛子 集 ;52) 对 于 任 
fh) fE DCA), AF Slim yo, GIAO — fF G20/1 RF x BAe 
在 且 为 上 的 连续 函数 . 

考虑 取 值 于 Me CE) 的 测度 值 分 枝 过 程 (X,, 了 PP") ,其 Laplace 17 
pa di 

P'expi — (Xe D} = expt— VD € Mf € PECE), 
(10.2.1) 


VAE  ['ILYGOVI God: = LFE), (10. 2.2) 


其 中 7 是非 负 有 并 连续 常数 . 

调和 莱 数 的 一 个 自然 定义 是 

X X10.2.1. ib FGOJE CM. 和) 上 的 可 测 画 数 . RE BX, 
的 调和 函数 ,如 果 对 于 任意 的 具有 紧 支 集 的 初始 测度 EM. 
FAX) i P*- 局 部 款 . 

注 10.2.2 显然 ;这 时 定义 的 调和 聊 数 { 非 负 ) 是 上 一 节 中 提 
BMA PRR. 这 里 的 定义 与 吴 荣 . 杨 春 鹏 对 于 超 扩散 过 程 通过 首 
出 集合 分 布 定 义 调和 函数 的 方式 不 太 相 同 .一 方面 我 们 从 古典 分 
析 的 意义 出 发 ,调和 范 数 在 相应 极 小 生成 算 子 的 作用 下 为 零 . 相 比 
较 而 言 , 这 里 的 定义 更 直接 ; 另 一 方面 是 为 了 我 们 后 面 定义 条 件 过 
程 的 需要 . 我 们 以 后 将 会 发 现 , 这 两 种 定义 在 一 定 条 件 下 是 一 致 
的 . 特别 值得 注意 的 是 在 定义 中 ,我 们 强调 初始 测 座 具有 紧 支 撑 
集 , 这 是 为 了 让 定义 有 较 大 的 适用 范围 (参见 (10. 2.5»). 

我 们 知道 ,在 实际 研究 过 程 中 ,我 们 能 够 处 理 的 是 具有 基 种 解 
析 表 达 式 的 7-7 MRK FGO. 而 通常 考 虚 的 是 下 Cw) 本 以 写成 
$n SOND pE C SECED. 

具体 到 本 章 的 假定 ;定理 4, 1. 2 可 重 写 为 
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引 理 10.2.3 超过 程 {XX,,P"} GsuppC;O J& EE S8 Bi TF b [a] i 
的 唯一 解 : 

C1) P'OX,— 40-1; 

(OON FE AE 88 FC = oC D), C GO, FE DCA) 的 
Ay mi es 3x, 


F(X) ~ F(X.) 一 | eroxods (10.2.3) 


是 一 个 PARR. 这 里 多 称 为 超 进程 的 无 穷 小 算 子 ,定义 如 下 
GF UO = Be PC APD T Siu DO P». 
(10. 2. 4) 
由 该 引 理 及 一 般 Markov HEM [o 39 Elie , FARR 
的 生成 元 有 密切 的 联系 .因此 ,对 于 EGO SAK fo), BILE X 
FMR AA: 
FFU SE (pe P(e AD AOC PD Ge Y P» 
—0.u€ MCF), (10. 2. 5) 
HP MU): = {pE M. Bis AF Doo Rie fo <oo}, BR, 
当 pg HARRAREN, LEMO. 
fe 7 fr HP BB oy. RINE EA An Eg 3 B m7 9. 
— RE JR A6 FEE [e] Zr KR eA RN — 1 5p 2E RE 38. 利用 该 定 
理 我 们 得 到 超 扩 散 过 程 存 在 非 负 调和 函数 的 一 个 判别 蕉 山 . 


10.2.1 一 类 测度 活 函 方程 


35 HET ER 73 E C10. 2. 50. 对 于 测度 沧 画 形式 方程 ,我 们 没有 现 
成 的 理论 或 方法 可 以 借鉴 . 一般 来 说 没有 好 的 普 适 方法 解 测度 泛 
函 方程 .但 值得 庆幸 的 是 方程 (10. 2. 5) 可 以 通过 一 定 的 技巧 给 出 
其 解 的 形式 .本 节 的 主要 结果 是 

定理 10.2.4 对 于 形 如 FOOD —4$CGo 1). ECR) ACD 
CA) 的 函数 ,如 果 满 足 (10.2.5), 则 它 必 为 如 下 两 种 形式 之 一 : 

《iD 存在 常数 CUSCO: 

FUO = C, Gi, h) + Cas (10. 2. 6) 
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其 中 点 是 底 过 程 纪 BY SEU RR E BI EAA =. 
Gi) fe ZEE CCa 


FG) = Cexp{— adig, h)) + Cs, (10. 2. 7) 
"LET LEX er ES 
Ahit) = a (eA (Cr) oe € E. (10.2. 8) 


证 明 分 情况 而 证 之 . 
情况 1. Ah ——0. 此 时 车 三 0, 则 定然 归结 为 形式 (i). 现 设 hx 
o. ABA My: = ie Mas poh) OF RR M- = (c Mist A0) 
至 少 有 一 个 集合 不 空 . 由 于 这 两 个 集合 都 是 锥 集 ( 即 尾 两 个 元 素 的 
正 线 性 组 合 仍 属于 该 集合 ), 所 以 着 M LORS OW E aE Ma 
4 ci Ge A722 OMA e Aj € M A> 0, B. Geo A) =A. 2: X 
Cs ,A*5 720. H C10. 2. 5240 ACAI —0, 27» 0. BI ACA) — CALC, AS 
0. 同样 , 若 对 -不 空 ,我 们 也 可 得 出 SCA AOA [SL EE SE X. 
再 由 外 的 连续 可 徽 姓 , 即 知 无 论 何 种 情 襄 ,都 可 把 Fp} 归结 为 
(10. 2. 6) 的 形式 . 
情况 2. FER RR ae 天 0 使 得 Ahah .AZÉO. 方程 (10. 2.5) 
化 为 
Cof (igh) + "(Ce AD (Ga, Th) = 0. (10.2.9) 
由 于 AHO WAAR OHTA. TAA 
ey (A) ++ SCA) = 0. (10. 2.10) 
M.A SAY RTF A>0 成 立 , 或 当前 _ 不 空 时 对 于 2<0 成 立 . 如 果 
两 者 缘 不 空 , 则 对 于 所 有 的 ACR Ro. 解 方程 (10. 2.10) 即 得 ,# 
(Q0 —C,e "TC. MRE POOR ABR GI. 
情况 3. REAM. 换 句 话说 ， 
部 对 于 芷 何 的 实数 aL Ahah, REO. (10. 2. 11) 
这 时 我 们 仅 需 证 明 (10. 2. 5) 除 常数 外 无 解 . 采用 反 证 法 . 假设 存在 
RED TWEE Ra S IBN pP ERORE DA) T BJ B 
(10. 2.5) 成 立 . 任 取 一 个 常数 840.4 
Ma: = {u € Mi,,GGh = B1. 
首先 ,显然 存在 8 使 得 M 不 空 ,而 且 , 若 存在 房 >0 使 得 Ms, 
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AD RET BUR f SOMAD. 这 是 因为 ,车 jE My, SM 
€ My. 同 理 可 证 车 存在 0M a ADM Mas sv a0. 

其 次 ,对 于 不 空 的 My DETE pop € My ops 实际 上 ,由 
FAC DCA). AO. supP(CR) :一 上 之 三 五 :站 (天 0 不 空 . 出 天 的 
连续 性 , 则 必 存 在 xix; € a EE, hir) SO) Kae, HR 上 一 


PESE supp (A) ,其 中 6, 表示 单位 单 点 测度 , 即 


Ax 
am [b MR EER yg 
0, IR x | B, 
B ucM; 
再 次 ,Ms &— mE. AB 5€ Maan (1 7a) 05€ My 
a€ [0.1]. 
4 


M = {uE Miu. A070), 
Mo= {unE M, Ge A170), 
M= {pnE Mie hix0). 
B ARI.MIUM,UM. =M, X: M. — Qm Ed RS EIE AD, 
soo. 由 于 我 们 假设 F CO ETE MA 9 250. m fede Bo OR 
fà 4 C9) 2503F EL M ase Cf ETE EE ERO «OM, RNA 
Gu, Ah (B) 十 Yia IC) = 0. (10. 2.12) 
这 意味 着 
Gg (BAR + DYRY = 0, pE Ma (10.2.18) 
注意 到 对 于 所 有 的 xihu50, ETIRE 2 € Ma BT 
9 (B) AR CD + P" (B)Y Cx)! Cx) = 0, x € suppl), 
从 而 由 AR 及 坟 的 连续 性 则 有 
# (BAA + PATH = 0. 
这 与 前 提 假 设 (10. 2. 11) F JB. 
同 理 可 证 对 M.—0.nRM.gERM. UTILI 
im. 
注 10. 2.5 定理 10. 2. 4 的 证 明 实 际 上 归结 为 寻找 一 对 满足 
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(10. 2. DH C, 2€ CE CRO X D(A). fn & (v (UE je g&, 我 们 很 容易 
得 到 所 要 形式 . 另外 ,在 证 明 中 ,我 们 用 到 了 Ah Rh eR EA 
xxu Z& PE IEEE RT ELDR S. 


10.2.2 超过 程 调 和 函数 的 一 个 分 类 定理 


Mik FOODS A MA. 由 引 理 10. 2.3 易 知 ， 

命题 10. 2.6 若 下 (满足 方程 (10. 2.5), 则 它 是 超过 程 X, 
的 调和 函数 . 

反 过 来 ;车 Fl) 是 调和 函数 ,一 个 自然 的 问题 是 它 是 否 满 足 
ARG. 2. 50. 显然 我 们 需要 对 FOE Ww ER. 这 时 ,我 们 
有 


命题 10.2.7 BF) =e, A). PECCR). FE DCA), 如 
RFORP 25) 

证 明 4 OO AA RH, Hall 2.3 可 知 , 对 于 任何 的 
具有 紧 支 集 的 A， i 


N.: =| D OX, PX APY 十 POX PDX YP Neds 
a 


也 是 产 -局 部 圾 ,但 它 又 是 一 个 连续 的 变 差 过 程 , 因 此 N= y> 
0. 从 而 几乎 所 有 的 1E (C0, 十 co)， 
9 GX,DDOGLAD 十 US OR YF = 0, 
(10. 2,14) 

由 定理 4. 3. 2, 我 们 知道 X, 在 弱 拓 扑 意义 下 是 轨道 连续 的 . 注 
意 到 对 于 具有 紧 支 集 的 初始 测度 PE MC ,EM 让 YE Ce, 
foe Ge. Fro) 是 M PARR. TE EADP PEt 
ot , WAH (10. 2. 5). o 

联合 定理 10. 2. 4, 4 1810. 2. 6 及 命题 10. 2.7 则 有 

定理 10. 2.8 BIE X. PUE in FU) =P phd) SEC CA), 
六 生姜 (4) 之 调和 函数 可 表示 为 定理 10, 2. 4 中 的 两 种 情况 之 一 . 

特别 地 ,应 用 上 述 定理 于 超 扩散 过 程 ,我 们 有 

定理 10. 2.9 设 
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a d 
L= Saye) E + iso x 
E 28 98 D ea 085 C, G1. aO ERSTE COP (GR) GSO) 
A) Ay A PRG ,而 号 存在 一 个 正常 数 c OTE FR 
D aay > "23r. 

对 于 所 有 天 和 于 B ucuz sua RUN, RAMS RE. 
下 [一 黄页) ECC CE) AC DCA) 其 中 对 于 某 非 负 常 数 及 
inf. eg Y Cx) >> Y,720,h EM jg (10. 2. SATE EC. BF AD 
过 程 OX, 的 调和 函数 , 则 

Pow) = GU Ci) T Cs, (10. 2.152 
其 中 CCs* 是 任意 常数 . 

证 明 由 定理 10. 2.4540, F CO BU EROR GOD. 当权 形式 
ORTA AER c. LAGOS. X3H A dE ff FE RADARS HORE 
40 A XM ERAR. 这 就 证 明了 下 具有 形式 C10.2.15)， 

54 —Jr 3; F BEES GO. A dE RE RE 2 80, Wi Ha 
是 -- 正 常数 时 , 则 有 AHO. 事实 上 ,由 于 uG0 ACR) UE 
lim; revela) = 0° ,a€ a ME Lux) — o¥ Go)! GO S503 € H 
中 U-—irnir—a|eRbhr—|r—a.A—C(V RY. ix HC EK 
赖 于 空间 维 数 Gp dX EYEU 中 的 上 界 以 及 = 的 常数 .于 是 再 由 
RRB RABID RNR HE U 上 , 则 有 对 
FEEDER ERB AN 尺 使 得 zxEU ,而 且 
LAO SuN CO TR CR — |r Tl) 7—0 742), 

即 AzO. O 
c 注 10. 2.10 定理 10.2. 9 告诉 我 们 一 个 与 线性 算 子 情况 相 类 
似 的 结果 , 这 说 明了 某 些 超 扩散 过 程 调和 函数 的 * 平 几 性 ”.“ 平 几 
性 ?并 不 意味 着 不 重要 . 倘若 所 有 非 负 调和 范 数 都 如 定理 10.2. 9 所 
述 , 则 结果 很 完美 , 求 之 不 得 ,也 说 明了 我 们 没有 再 深 人 研究 该 问 
题 的 必要 . 但 事实 并 非 如 此 . SE BEE fh PAE 
的 调和 函数 存在 . HL RN TUR PA ELO ER oR 
(10. 2. 8 QA RA a 之 0). 事实 上 ;由 [152] 及 其 中 的 参考 文献 
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[10,11], np An3k FE BO fg fe dk. 一 般 地 ,满足 (0. 2. 8) 的 非 平 凡 解 有 
很 多 个 ,但 如 何 找 出 这 些 解 , 仍 是 一 个 大 问题 . 而 对 于 -- 般 的 时 齐 
马 氏 过 程 ,我 们 则 可 期 望 更 丰富 的 内 容 . 比如 ,如 何 从 中 找 出 一 类 
RE Markov 过 程 的 调和 函数 就 是 一 个 有 意义 的 问题 . 

注 10. 2. 11 值得 一 提 的 是 ,在 {10.3.8) 式 中 我 们 没有 要 求 & 
一 7, 所 以 定理 的 结果 推广 了 在 [1491 在 非 时 - 空 情 形 》.| 228 153 
[211] 等 中 的 结果 . 

当然 我 们 可 以 设想 更 -- 般 的 调和 函数 ,甚至 是 空 -时 调和 函数 
《参见 [149]) ,但 由 于 情况 很 复杂 , EI BILE TR TEE oS CB XE SCR 
开 个 简单 例子 上 ,有关 理论 几乎 是 空白 . 无 疑 这 些 方面 是 值得 进 -- 
步 探 讨 的 研究 课题 . 限于 篇 幅 , 简 单 讨 论 如 下 ， 

命题 10.2. 12 设 

FGO = pU) UAn A E CRA E DA), 
P—j.2.0.n. $ E E W A eC D 


DIB Ct ems Cha) Ce Ahi) 


TOM Geh o em Goh s Yhih;} = 0, (010.2. 16) 


uE Mi i-es. 

证 明 ”由 质 性 (10.2.3) 及 lt6 公式 即 知 . t 

由 于 调和 函数 的 线性 给 台 仍 是 再 和 函数 ,所 以 二 个 形 如 定理 
10. 2.8 中 的 调 币 函数 的 线性 组 合 便 给 出 注 足 (10. 2. 160 6 — te dil 
子 . 除 此 之 外 ,还 有 没有 别 的 调和 函数 呢 ? 当 然 有 1! 例如 ,rn 二 2 时 不 
难 验 证 ， 

命题 10. 2. 13 

FO) = (ACC) pl) + CO C10. 2. 17) 

AX 的 调和 和 画 数 .其 中 户 是 底 过 程 的 调和 函数 ,CC: 是 任意 党 


数 . 


自然 地 ,我 们 相信 还 有 很 多 其 它 形式 的 调和 函数 ,但 研究 - 般 
情况 有 一 定 的 难度 ,也 是 一 个 有 意义 的 问题 . 


*2i5° 


810.3. ”条件 超过 程 


整个 空间 上 的 条 件 测 度 值 过 程 已 有 .- 些 研究 .例如 文献 
L168]. [63], E64]. C65} [149]. [150 181[ 199 JSS. AIA XE 
内 容 的 理论 并 不 多 . 主要 是 因为 对 于 -- 般 的 随机 过 程 ,要 么 我 们 对 
它 了 解 的 很 不 够 ,使 得 不 能 够 得 到 比较 深刻 的 结果 (比如 ,一 般 
Markov 过 程 ); 要 么 我 们 对 某 些 过 程 知道 得 很 多 ,但 整个 空间 上 上 的 
dE fa da CB P CHE dn 上 的 Brown 运动 ;或 我 们 对 超过 程 了 
48 ORA OE (BOLE ERO. 2. 9 及 其 后 的 注 ), 使 得 研究 对 象 有 限 . 因 
此 ,正如 经 典 条 件 过 程 的 理论 -- 样 ,我 们 更 感 兴趣 的 是 区 域 上 的 条 
件 超过 程 . 


10. 3.1 条 上 件 超 过 程 的 定义 


为 此 ,我 们 需要 对 区 域 上 超过 程 的 调和 函数 有 -个 比较 全 面 
前 认识 ,其 荣 一 杨 春 鹏 (1996) 在 [211j 中 给 出 了 一 系列 的 结果 . 区 
域 上 是 否 仍 有 同 整个 空间 上 类 似 的 分 类 定理 , 仍 有 是 -个 有 趣 的 开 
问题 .不 论 结果 如 何 ,已 有 的 结论 为 我 们 提供 了 两 类 可 以 考虑 的 赵 
IEEE 
FRR BRE] RBA LT REE. ASL AU 
5E 3810.2. 9 所 定义 . 首先 回顾 区 域 上 超 扩散 过 程 的 理论 . 
ADEE PEM, S mintio, gD 在 $3.6, 我 们 构 
xr Xe A (3.6. DALH Laplace 25 AH 
P'expt — (Xas P3 = expl —- WWF. (10.3.1) 
其 中 VF 二 六 六 而 六, 满足 
V fi) | ELV Y Eds = Hf). 
(10.3. 2) 
HB 0.3.10, 2€ £2 5D 3H 
3138310.3.1 Xo EEH T oH. 
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固定 区 域 DO FIG rr X e. 
引 理 10. 3.2 QE CGOFCOOD SC, Geo) CHR OLOR, 
hi: AR CX) — 0. x € D. E Cu) f£ ER oo, f dd FGO = 
C.expi —atig,u)1 HC su 满足 
lata) = afru lr) € D, (10.3. 32 
Ht DEEE. 则 对 于 &ecCMODOHRJEXS.IFOX,0X 
于 Peo Peda do Ao MIDER D LAA BB Redon 测度 
的 全 体 . 

WEBB 往 证 ,对 于 任意 的 BE Zast PaF PL 
P'LE (X42) fk un JE C Ba, FPR Markov 性 ( 见 定理 3. 6. 32 HT 
Ail 

P'p,FOL,,)— P'14PX s FOX, ae) 
= PPC XGA) CO. (10.3.4) 
上 面 最 后 一 个 等 式 可 由 超过 程 之 临界 分 枝 粒 子 系统 通 近 构造 ( 见 
$ 3. 2 和 五 是 底 过 程 的 调和 郑 数 经 计算 真 接 得 到 ,详情 从 酷 ， 
FGM. we 一 1 以 及 za 在 石上 连续 ,满足 方程 
[hale = Yiri lr), 2 € Di 


10.3.5 
u(x) = fioe. z EAD ( ) 
入 解 可 唯一 地 表示 为 
u(r) —— logP*expi— (X,, f£») 
CULE S811. 2. 12. 由 此 容易 验证 510. 3. 3) 的 解 可 以 表示 为 
u(x) 一 一 二 logPeexb{ 一 (Xow) h (10. 3. 6) 


T 853 0898 GO o ES. 一般 地 ,满足 (10. 3. 3) 的 解 不 一 定 能 
够 连 忽 延 拓 到 五 ,但 是 ,我 们 可 以 先 考 虑 亡 的 子 区 域 , 再 用 子 区 域 
通 近 的 方法 .所 以 不 失 -…… 般 性 ,假设 (10. 3.3) 的 解 在 整个 区 域 上 连 
z. 

注意 到 方程 (10, 3. 3) 与 方程 (10. 3.5) 解 之 间 的 关系 ,我 们 可 
证 FOX. 2A Bh. RE i PE C10. 3.3) 一 个 解 OA ASE 
连续 按 值 为 由 (10. 3.6) 可 知 ， 
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1 
u(r) =— 7 logP*rexp{ — CX, [al £21. (10. 3. 7) 


ATE RAT Wate , 仅 需 考虑 FUOD-expi-— ati uo HEEL 由 
X. 的 无 穷 可 分 性 及 P" 关于 py 的 连续 性 ,我 们 有 
(ue, — logP? «e “e?) =— logPte Xe n € M, 
(10. 3. 83 
TÉ 
PALAFOX,,,3— PÉEscexpl— eX, Lu) 
= PwexpilogP*a:e^ lel} 
cH CIO. 3. 72 Æ (10. 3. 8 
= Par Phare alf 
一 PX nee Xe lel 
= FOE, CR SE Markov fE). 
证 毕 . 口 

注 10. 3.3 引 理 中 的 情形 i) 对 于 家 一 般 的 底 过 程 和 和 较 一 般 
f) 4 f& f UE Y a0 7,0 PS 1E Te d E. 

HOY RES UE H CO RE Xa EMAA AR. ZOHD— 
[uE M.HGo0—0]. 类 似 于 经 典 条 件 过 程 的 理论 ,定义 Dood 条 件 
ilfOH-Gd8 REED Xa PP uas 

PHPF (X ao: = H  GOP'FOX, DAK 4,2 i & ZCHD. 

(10.3. 9) 
$e) A» bk ET gE d RI [0,0 MODO ut XX ARI 
的 概率 测度 . 为 说 明 在 这 新 的 概率 下 它 仍 是 一 个 Markov 过 程 , 根 
据 [36] 的 条 件 过 程 理 论 , 唯 一 的 障碍 是 FI 的 零点 ZOPD. Wi ZO) 
一 般 非 空 , 这 与 既 典 条 忻 过 程 理论 要 求 调和 阔 数 严格 正 不 相符 合 . 
然而 值得 庆幸 的 是 我 们 有 

定理 10. 3.4 XP eG ZD.W| P'^UG,€ZIGD.3:20]— 


证 明 ”由 定义 易 知 ,车 OZ MP eH 10, 
PH Xin © Z(H)} = 0. 
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iB E Sp 7 Re. FE BX, MD IS CB EE TE. WREE 
何 声 武 等 (19953[881) 知 ,存在 一 个 (可 选 ) 可 料 学 <sr 停 时 二 ,使 
fg PUH X rad —0, T « oc) 7» 0. 有 从 而 易 知 存在 充分 大 加 使 得 
Ot PAH Krad = OT 8) 
=H GOP'UTOL ad HOX 2 = 0,T < ty} 
= OCH HCX,,.) 是 ( 右 ) EAE PR. 

矛盾 1 于 是 即 知 要 证 结论 成 立 . T 

注 10.3.5 特别 地 , 当 D EESE] H CD — Ges D it. hag 
BD HEH Po as, X, & ZU) — {0}, RRR RA. PLC RE E10. 3. 4 
#27 Evans, Roelly-Rouault 等 人 的 结果 ， 

当然 我 们 也 可 以 直接 从 过 程 下 近 的 观点 给 出 条 件 测度 值 分 枝 
过 程 的 构造 , 因 篇 幅 所 限 在 此 不 再 著述 .值得 一 提 和 的 是 我 们 这 里 定 
文 的 条 件 过 程 其 讨论 内 容 要 比 在 整个 空间 上 丰富 得 多 .对 此 我 们 
不 难 从 (条 件 ) 超 Brown 运动 的 特例 看 出 ， 


10.3.2 条 件 超 扩散 过 程 的 Laplace 24 


Lux X DID EAS. 我 们 来 看 它 的 Laplace iz 
函 . 当 瑟 是 线性 调和 郴 数 时 ,我 们 有 
定理 10.3.6 i H GO = uo h), h REIS CASS SET IN 
和 函数 , 则 对 于 任何 的 hE ZC) SE pec OD A 
PHeexp{— (Xano D) = e ! Goexpl — Gov FCA), 
(10. 3. 102 
RPV HO. 3. DRE UG O Wh E 


UFA) + zn... | cov, CF AY (60V. f Eds = Ate), 
(10.3. 11) 


证 明 对 于 0 考虑 
P'exp( — (X, f + AAD} = expl — Go V.CÉ + 7M. 
注意 到 了, 了 关于 了 连续 ， 
P'expi— (Xiro fi} Xanh? 
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d 
一 gal'expi— OG af Ah] PT 
— d I "i Z 
= ga Pi Uus V A+ AR) | i-o 


= exp{ — GV 002) Ge SV, Uf + AAD 410.3. 12) 
由 (10. 3. 2 可 知 ， 
d 
di 十 AMO Jaso 


TAT 
+ af VED EV, HAE) La f Eds 
= H, Alp) = hlr), l (10.3.13) 


WU, GF) m D V, GF MO aos 由 定义 (10. 8.9), 
Pr exp{— (Xarf)? 
= Wha) Prexp{ e (Xar DO Aash). (10.3.14) 
结合 (10. 3.122 C10. 3. 13) 即 得 所 要 的 结果 . 口 
注 10. 3.7 定理 10. 3. 6 推广 了 Roelly-Rouault(1989) YE( 168] 
中 的 结果 . 他 们 考虑 的 只 是 AB f. m Overbeck(1993)[149] 
考虑 的 是 超 Brown iz aH -s a. 当然 这 里 的 证 明 方 法 是 
程式 化 的 ,没有 任何 特别 之 处 ， 
相应 地 , 当 瑟 指数 调和 函数 时 我 们 有 
定理 10.3.8 i HC ~exp{—‘(n.u)}, HP u C10. 2. 8) 
给 出 . 则 对 于 FE pC, (D) ,我们 有 
PH rexp{— €(X,,,,/0] = exp{— iu, V, 一 人)}， 
(10. 3. 15) 
HopV.—V.OFroumVemsao.a. DRA. 
TER ”由 定义 及 (10. 3.1) 即 得 . B 
注 10.3.9  Z& dT HIE ELA] EIL SCR. LIRR: BAB 
互 作用 的 测度 值 过 程 ( 和 参见 文献 [208J) ,这 种 交互 作用 是 由 于 调和 
函数 作用 后 产生 的 .一 般 来 讲 , 具 有 交互 作用 的 测度 值 分 枝 过 程 是 
没有 上 述 的 所 谓 对 数 Laplace 律 , 给 我 们 的 研究 造成 很 大 的 困难 . 
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48 ifj 4E X Bb AP PR A OUT . 上述 定理 为 我 们 进一步 研究 条 件 测 度 值 
过 程 铺 平 了 道路 . 

我 们 上 面 研究 了 全 空间 上 超 调 和 函数 的 分 类 定理 及 有 关 的 条 
忻 测度 值 分 校 过 程 . 显然 要 做 的 事情 还 很 专 . 在 此 我 们 简单 列举 两 
方面 的 问题 . 一 是 有 关 分 类 定理 的 推广 . 在 $4.1, 我 们 对 于 一 般 分 
枝 特 征 的 超过 程 的 损 问 题 进行 了 研究 ,一 个 自然 的 问题 是 能 否 给 
出 一 般 分 枝 特 征 的 超过 程 调和 旺 数 分 类 定理 . 当 过 程 不 是 时 间 齐 
次 时 ,情况 如 何 ? 相 信 可 以 预见 不 同 的 结果 ,因此 进 --- 步 的 深入 研 
究 将 是 很 有 意义 的 .二 是 条 件 测 度 值 过 程 的 继续 研究 . 条 件 超过 程 
的 研究 仅仅 才 有 一 个 开端 ,比较 细致 的 轨道 构造 及 其 过 程 若干 性 
质 的 讨论 是 很 好 的 研究 课题 . 

另外 ,有 关 区 域 上 超过 程 的 闭 问 题 如 何 提出 ?它们 的 无 穷 小 算 
子 是 什么 ?这 些 癌 题 都 还 没有 明确 答案 . 

误 献 评注 :本 章 主 要 内 容 权 材 于 文献 [228],[232]. RR n E 
酷 (1996) 纵 出 了 空间 区 域 上 超 扩 散 调 和 函数 的 一 些 性 质 ,并 建立 
THREW MAYA MHRA. 王 永 进 讨论 了 …… 类 特殊 条 
件 超过 程 的 极限 性 质 . 叶 俊 等 也 在 这 些 方 面 做 了 一 些 工 作 . 
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第 十 一 章 ” 超 扩散 与 非 线 性 偏 微分 方程 


自从 40 年 代 以 来 ,扩散 过 程 和 线性 偏向 分 方程 之 间 的 联系 是 
概率 界 研究 的 主要 问题 之 一 . 最 早 从 事 这 方面 工作 的 有 Kakutani 
(1944), Doob 1954,1955} 和 Hunt (C1957,1958) 等 等 (参见 文献 
[205] 和 [36J). 他 们 最 初 的 想法 是 用 Brown 运动 来 表示 古典 篇 微 
分 方程 如 Dirichlet [8] E , Poisson 问题 等 ?的 解 . Doob (1984) 在 
[36] 中 较 全 面 地 总 结 了 有 关 的 结果 ,并 详细 阐述 了 用 Brown 运动 
解 仿 微分 方程 的 基本 思想 和 方法 . 

共 前 面 的 讨论 我 们 知道 ,超过 程 与 非 线 性 微分 方程 也 具有 密 
切 的 关系 .因此 ,人 们 自然 会 想到 利用 超过 程 去 求解 非 线 性 偏 微分 
方程 . 这 方面 开创 性 的 工作 局 于 E. D. Dynkin(1991.1992) , E fE P 
他 一 生 主 要 工作 的 一 部 分 而 荣获 1991 年 度 Steele 终身 成 就 奖 . 

我 们 先 简要 回顾 扩散 过 程 及 偏 微 分 方程 的 -- 些 基本 结果 ,其 
中 有 些 结论 将 直接 引用 . 


$11.1 扩散 过 程 与 偏 微分 方程 


Bee S= XR 上 的 微分 算 子 
= Zas (Er) c = z, 十 Seco d a Des 


(11.1. 1? 


其 系数 满足 下 列 条 件 : 
1. 1 AC— BUR RH) 存在 常数 六 >0 使 得 


d 
Sa G ru; zm rD uty t,x) € Su tts “uy E &. 
L l.B aH b 是 有 界 的 ， EW iE Holder 条 件 : 即 存 在 常数 4 
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ORO a 1 ERM A seys 
las 4x) — aj(s.y)| x AC — s| 4+ |x — yi"), 
Jar) ~4€t,¥)| Ala — yl". 
YE E RARE PE GPE RR pl(r ,zx;t,y) 使 得 对 于 任意 有 界 了 疯 连 
SERRA 上 了 上， 
u(r.r) = ME 


tir, zy + Lu(r,r) = O,Cr,x2 € [0,0 X # 
Tr P 
u(r,z)— f(r), Brit. 

声称 为 方程 z 十 Ta 一 0 的 基本 解 ( 其 存在 性 的 证 明 参 见 文献 177]， 
Chapter 12. ` 

生成 元 为 工 的 扩散 过 程 ,简称 为 -扩散 过 程 . 它 是 具有 连续 
ER? 上 的 Markov 过 程 , 其 转移 函数 为 pO ,zitydy) 二 plr,zrit, 
ydy 显然 扩散 过 程 是 右 过 程 . 设 忆 是 S 的 开 子 集 . 以 C(Q) 表 示 
Q LER PRICES RED. i uc C'OQO UD TR e Me ulasim lid 属 
T CQ uCcC DS uh du/3n.i—1lsd BR Fu dvd is 
二 1,-… ,dd BT C(Q). 由 [77],Chapter 2 知 ， 

5111. 1. 1( 极 大 值 原理 ) MR UR ROTE uc COD I 


arc) + darr) 20, (ror) © Q, 
lim sup uird x Or Tr) Gra) € a. 
Warez 0, 2 EQ. 
考虑 方程 
alread + Lu(r,r) = 0, Gir EQ (11. 1. 25 
的 古典 解 , 即 xE CCQ) EL ER JE CIL 1. 22. 由 极 大 值 原理 易 知 ， 
定理 11. 1.2 RQA, 是 3Q LEREZ HA. NFER 
上 唯一 函数 = 使 得 
GOusv MR ve COD, 
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[96r CcoLv(r.02 20.00.02 € Qu 


llim inf vira) zm fM e E Q, CIL 1.39 
beizo WE rec), 
olr r) + Lv(r.x) Or yr) € QN 
C11. 1. 4? 


lim sup vr, 2) m ft We € aQ. 
mA u Hi ECIIL 1.25. T] 
FR u Xp Perron fü (Perron 此 项 开创 性 工作 发 表 于 1923， 
Wiener 和 Brelot — f 4i, 2j 8i iB 8p OL. 抛物 情况 可 和 参见 Doob B) 5 
期 工作 ). 
定理 11.1.3 2, POR LPTRHE WAR 1. 20 f) 
Perron # RI LA Xo 
u(r,x) = P.f(r,£2, (11. 1. 5) 
Hp r=7,:=mfiter,.G.4)€Q)H7 0 MAW. 
LE RH 第 一 步 , 假 定 AEC), Vr] &.s€lr.t lE Hd 
or- 代数 ， 
M,, (SED — | Gi LAGE dst Sr. (11.1.6) 
EER LP RB 1t6 ARM. FS Trt) P ER. EE 
3 5] r APRA A AH. Doob 停 时 定理 ， 
ArT) = P.h(r. E) 一 P, | Gh + LA) (3.8 ds. 
(11.1. 7) 
第 二 步 , 考 虑 开 集 列 QA Q (EI QC Qu HE BE V WR 
(11.1. 2. EH ERA A, ECNE Q, ES v — i c. BAH 
# Bii. 由 (11. 1.7)， 
i Gu) = Pr sha ue, — Peas] Ch + LR) GEM. 


HI 


FRM TAA G IER, 
vr 2) = Por, ) 一 Peel (9 + Ev) (s. $ Dds 
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> Pav). | (11.1. 8) 


BPR (rf, 070 (80, HH Fatou 引 理 ， 
v(r,z) SP... lim inf vr, 6, ) Z2 P, f (0,2 = utr. x). 
|] B nT YE ou HR v WE IBCI. 1. 420. ES. ri 
为 了 改进 上 面 的 极 太 值 原理 ,我 们 引信 
定义 11.1.4 称 oQ 的 一 个 子 集 工 是 全 子 集 , 如 果 
Pre € T) 21, V iu € Q. (11. 1. 9) 
定理 11.1.5 iE QUAEST ERHET. MEES 
上 界 且 满足 
itr) + Lu(r,r) 20, f) EQ, (11.1.10) 
lim sup 4(r,z) X: 0 25 (r,z) — Goa) € T, (11.1.11) 
Wi 3E Q Fe. . 
证 明 S plo =lim supe su (rix. /— 9 V 0. 显然 ,xz M 
JE COT. 1.4), BOE PETI. 1.3, 
u(r,r) s P, fF). 
因为 Pas. (EDET, H fr+==0, 上 式 的 右边 等 于 0. (1 
下 面 的 定理 称 为 均值 原理 . 
定理 11. 1.6 假设 忆 是 有 界 区 域 , 丁 是 3Q 的 全 子 集 ,如果 
# QUT 上 有 界 连 续 ,满足 C11.1. 2) L9 
u(r,zx) = Pout ED, rT) € Q. (11. 1. 12) 
WA EQ 5 n W€. 1. SE PA. Mul =P, 
u(t, 8,0. A F(t, £09 GEO € T, Paaa. s. :再 由 控制 收敛 定理 
BJ ay 48 C11. 1. 12). [1 
命题 11.1.7 方程 (11.1.2)? 的 解 在 有 界 收 化 意义 下 封闭 . 
证 明 事实 上 , 若 (11. 1.12) 对 于 ww 成立, 且 uu FECI, 
那么 (11,1.12) 对 于 xz 也 成 立 , 从 而 也 是 (11. 1.2) 解 . 
定 必 11.1.8( 正 则 点 ) Rory —inf (zit 7 GE & QI. ÍT 
RaQ b— 4 e— Ga EWM FIED cc AQ. MR Pott, =} 
=i. 


“225° 


由 文献 [37],Chapter 13, 5E X X SE fF. Gao € 98 是 正则 
的 ,如 果 对 于 任 一 >t 
Poir > Bj} 0 Bre) > (a). (11. 1. 13? 
其 证 明 主 要 是 基于 二 的 如 于 性 质 : 
(i) GR Feller 性 ) 对 于 任 一 有 界 连续 函数 Ps PRU 


uir) = P, JE) = [ptm ofonas. rÆ tr c E 


是 连续 的 ， 
GDX F 870. 
supP,,,{ sup |, — £| Ipi 0h 0. 
正则 性 的 作用 可 解释 为 : 
定理 11. 1.9 — 3 Cro FE 3Q 的 正则 点 ,ff YE OQ 上 有 界 且 在 
Gra) KEFE, M 
u(r,x) = P, JOf) > fG@,a),Q2 (r,r) > a). 


为 了 说 明 点 cS Gaa EMLA. A EE c a Bg -A 
Be EEN O LAIH AR u PGE QE 
u t Lu Z Orule) = Oul) > 0, # z Æe. (11.1.14) 
FRE, HCE Q EC FERRE 01 8: sini. secons, urr) 
是 严格 正 的 . 由 Chebyshev 不 等 式 ， 
Pr à) e Prale i) zm B) SP ur £0/f. 
XB ESÉLI. 1.3, 


P, Wht, EO x u(r x), 
5r 1.1. 142 BPH C11. 1. 130. 特别 地 ,应 用 形 如 
ufr) = E — ux) — ODO (11.1.15) 
的 闸 函 数 ,我 们 得 到 
定理 11. 1. 10( 正 则 性 检验 ) cH Ga) € aQ 是 正则 的 ,如 
时 存在 cl = Cr .x 00.2 5a 使 得 
|i — | 一 a ,| 
对 于 所 有 充分 靠近 c 但 又 不 等 于 < HAG CORE. 
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证 明 ” 当 p 充 分 大 , 形 如 (11. 1.15) 的 函数 是 cc 点 的 在 c 的 一 
个 小 邻 域 与 @ SE EIS mx. 

应 用 该 检验 于 简单 矩 形 (x,,rs)XD( 其 中 局 是 3X PH), 
我 们 可 以 知道 ,其 所 有 边界 点 均 是 正则 点 . 

EMAL 1.11( 正 网 区 域 ) 我 们 称 一 个 开 集 Q 为 正则 区 域 ， 
如 果 它 的 全 体 正则 点 集 限制 在 OD FE BSR. 

俩 如 ;所 有 的 算 撒 , 球 ( 柱 } 体 是 正则 区 域 ,而 QS reir E 
DÆI EME H. 

引 理 11. 1. 12. WEU 是 正则 开 和 集 , 对 于 任 -- 开 集 包 使 得 
UNNIR, Ml UNQ 也 是 正则 的 . 

证 阴 ”注意 到 aU 个 Q})=NN) UN Hp N,oU(j]23Q, N,—3U 
NA BRIN E MNI £u T A QU (190. 由 于 30U R aU 中 的 
全 子 集 , 刚 NUN Nav —3 07 (19) d& acU PO rg m 
Æ. 0 

5E3811.1. 3,11. 1. 5E 11. 1.9 推 出 ， 

定理 11.1.13 如 果 忆 是 一 个 有 界 正 则 开 集 ,对 于 每 一 3@& 上 
ARERR 了 ,第 一 边 值 问 题 

人 + Luí(r,x? = O.(r,.2)€Q; 


alao = f 


(11. 1. 16) 


AAR ae Or = PF Cre). 
定理 11.1. 14H 称 
Flr,x) = P| eG: 一 [LL btrsnisenecoodias 
(11. 1.17) 
为 S 上 的 Borel eg $t o fS fr $5. 
再 由 文献 [77] ,定理 1.9， 
定理 11.1 4 MR p BAF RHR MRR PEC. 
若 再 假设 o 是 (r,zr) 连 续 函 数 , 而 且 r 一 致 地 关于 局 部 Holder 
连续 , 则 FEC OSE 
Era) + LF r,r) —— era). lrir) € S. 
(11. 1.18) 
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以 Q, 表 示 开 子 集 QS PS ROS, 表示 Q 的 0- 代数 . 取 
Poe. ay B= PL € Borio <i E OBE m, 
Kt rA QM HAY. S A Markov 性 推出 :对 于 所 有 Cr,z) E Qr 
eS BE A, 5° BE, , 

P.L € B urne CB, tt} 


一 f -| Po Cr zsty ody Poal- s Ya- 1 in el y, ). 
E B. 


特别 地 应 用 上 式 于 n—2,1, —5,£5—t, Bi— Q,B;— B, RNA ares 
Li BE Ø, 


Potr, zt, B) = f Polrszss idy) Pals yst, B). 


(11. 1. 19% 
因此 ,Pe 是 Markov $5 aM. 
5E X 11.1.16 & 在 区 间 [r,r] 上 的 限制 BU Po 为 转移 函 
XC Markov 过 程 . 我 们 称 # 为 $4 在 中 的 部 分 扩散 过 程 . 
Hi €, 的 强 Markov 性 ， 
Pr € B) = Prit S iPr (dE Bli, 
所 以 
PoG rst,B) = pGr.axit B) 一 Pleegplr, 5t B). 
(11.1. 20) 
同样 地 ,对 于 总 中 的 Borel Bi p. > 
FaCr,32 = P,, | pts E0ds 一 [ Panis oG ydsdy. 
(11. 1. 21? 
并 约定 PoGr xt.) 0. tr 我 们 有 可 下 定理 : 
定理 11. 1.17 WMR QURI o 是 有 界 的 , 则 FaoEC GD.B 
Fa(r,z)-- 0,(r,a) — (tra), (0,2 € Q (11,1.22) 
车 再 假设 o XC c. axXESR. WP Ho 一 致 地 关于 x 局 部 Holder £ 


&,.W Fee COA 
下 (rr + LF(r.r) =— G2), (rin) € Q. 
CL. 1. 23) 
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证 明 HU C11. 1. 200 8l, For x2 — FGr x) — P, FGr.£) tfj 
Fraz) HB G3. 1. 172 £8 6. A YE EH GE E11. 1. 3 与 定理 11. 1. 15 B HE 
得 到 . 

在 李 节 最 后 ,我 们 给 出 比较 原理 . 

定理 11. 1. 18( 比 较 原理 ) UE QU RETOUR EIE BELL XQ 
一 让 | 满足 如 下 条 件 

Pr) Sd ese). FT) € Que E Bh. 
(11. 1. 24) 
如 果 av 之 0 属于 C, 
&(r,x) + Luatr yr} — $(irixsuir.x) 
Suc a) + Lufr, x) — pir, xolr,r)), (11.1.25) 
DEQ ME u-v AEF, 

lim supLu(r,z) — v(r,x2] x; 0, Oryx) > (fa) C T, 

(11. 1. 25) 
其 中 了 是 xdg 4T. urs smvGc.en.Gal€Q. 

证 明 HEw—s-v. 假设 所 要 结论 是 错 的 , 即 名 = (6.2) EO; 
wG.x)20)3E Zz. 由 题 设 条 件 (11. 1. 260810011: 1. 240 ,对 于 任何 
(r,z)€ Quo(riz) -Lwirix )EdGoxsu(rix))—dGaxioi(rix)) 
0. ERA, THM QUE A HETE. EaD EANA, 
则 wt.ad=0. E Goa) CONT, HAL. 1. 26), lim sup wirin) S 
0,0, 2) Gia) Gr EQ. FR, h RE EB 1i. 1.57 wl. 2)S0, 
(r.x)€ Q. 3 B E 


811.2 非 线性 抛物 型 偏 微分 方程 的 概率 解法 


本 节 的 目的 在 十 说 明 超 扩散 过 程 在 偏 微 分 方程 中 的 应 用 和 主 
要 思想 ,因此 仅 考 虑 比较 特殊 的 情况 . 更 一 般 的 理论 ,可 见 Dynkin 


SAW RAH. 
Hi GI —YGz.dbeesz2.e(di 一 ds. 相应 的 超过 程 称 


^B GL 0-38 BOX, ter P hemah 采用 $3.6 中 的 记号 ， 
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BTS EH BU BARA EF, PO eua. 由 其 分 枝 粒子 
ROB ET EMY BOE E EHE, RIIA E, X, E 
$ 3.6 中 的 结论 对 增 广 超 扩散 过 程 成 立 ， 

ge MGT) d em EB Y= P,P ce cot fF 


Yop): = Í, (Zdeno € SR X RD, 01.2.1) 
HPRARXEOQPHRBAAP REC HM3.6.6). BR, 
(11.2.1)? 是 和 4.5 节 定 兴 的 占 位 时 过 程 的 推广 . 应 用 定理 3. 6. 7 ,对 


于 任何 的 gE MICE X ROTE RII fec pCR, XB), 
P"exp(— (Y,,p — (X,,f>} = expte, — vu), (11.2.2) 


其 中 
ora) 十 Priel lv) G Eus) 
一 Pa| loo toa 十 fe]. (11.2. 3) 
考虑 方程 | 
Gr ze) + Lu(r,z0 — Yia lrx) 
=— pír,x),CQr,d2 cQ, (11. 2. 4) 


R pice L ERARETO E S—ROXR' PHAR 
Khoo Be REQ LHR. =e Poo E LP E. 

381) Ub o 是 方程 (11. 2.4) 的 解 意 指 它 是 强 解 , 即 vE C OQ). 
Bo 在 RCI LAERA t eH PAG re) 0.22€ B. 
irer) E QE vix) fsa). 

定理 11.2.1 BX AL.) BPR. Q ETUR ROT 
集 ;r ROMAN. 如 果 poe SRI BAT COD So R E 
的 Borel 有 界 函 数 , 则 

vír,r) —— logP exp{— (Y p — SX) (11. 2. 5) 
是 方程 (11. 2. 4) 的 一 个 解 . IR Ce € aQ 是 正则 点 , 且 SERA 
连续 ; 则 

ulr) > FQ (rox) — Ga. (11.2.6) 
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如 果 包 是 正则 的 , 则 (01. 2.5) 是 方程 (11. 2. ORR AG. AECAQ 
满足 条 件 (11. 2. 6089 n — f. 而 且 对 于 任何 AE MEC supple) 
CQ. 


P'exp(X,, — f) =e jm, (11. 2. 7) 
证 明 方程 (11. 2.37 可 重 写 为 
v-Fy-—hdF, (11.2. 8) 


其 中 AG =P, Af ED, 
Firs) = P... | pc Bod, FG) = Pref rh Gods. 


”显然 A 和 下 是 有 界 的 . 从 而 vv 也 是 有 界 的 , TERZA RA, F., 
EOCQ) ACCQ). 于 是 由 (1. 2.8) 妈 可 有 断定 ec CI OQO ,因而 
v'€C'iQ.itm FEC. 由 (1.2.2) 和 (11,2.3) 便 知 w 是 方 
BBH. 5- HHE., hgkmOI.2.6), 8i Fora). FG 2770, 
(r,z)c9 G.,a)€ SQ. BU Sv 也 满足 (11. 2. 6). 最 后 ;着 忆 是 正则 
的 ,定理 11.1.18 保 证 了 解 的 唯一 性 ， 
定理 11. 2. 1 的 一 个 显然 推论 是 
RIL 2. 2( 中 值 定理 ) 假设 rt 是 有 界 区 域 @ 的 普 出 时 ,TC 

3,Q E RQ I] T SR. 如果 包 满足 方程 

vlr, g) + Lo(r,x) — ve) = 0, mr ER 

(11. 2. 9) 


而 且 它 在 急 U LAF. 
oreXD7 一 mm 一 eofgrT CQ (11.2. 10 


引 理 11.2.3 B Q—(G.DxU,HRBU-—i(ixilx—4 RB 
virar) = A[G RE |x oe] 
(rz) € Q. (11. 2. 1D 
这 里 4 是 正常 数 . RNA 
limv(r,x) > oo, (rot) (ta) € AQ C11. 2. 12) 
WE EQ, 
Ptle-reme[[R -r. C11. 2. 13) 
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其 中 
Ap = ay + Ct — Dla KR’ + aR’), (11. 2. 145 

而 常数 977 0 yas ao OFK BF a, BE Be d 和 Aj b, 在 包 中 的 上 界 . 

WEAR HD ale CR [xx 2) FOO!” 直接 计算 可 得 

d 
Luz (RÈ — |x EN at | 2 一 了 /to 一 1) fe, Mags 
z.j—]1 
a d 
+ eR — ba — 2°?) Slay + Dob}, 
r=] =] 

其 中 Re r eee, = BCa t+ 1) Ca— l 1,6 —4(2— 12 uP 证 Aír.x) 
fé 5B BE Gau Gr 220 1:4 BB t CR b di BG x = 3 ba. Ë 
iB AA BPH AG.) BG) EPRE MAD as < 
Ad, 3 bz <BR. Mit. 

Lus CR? 一 x — re OAR + cod) + BR] 
Fi H1.2.133— (11. 2. 14S F a — 1— 13.2; 6; Boa; — A 
Cei te.) 成立 ， 

应 用 比较 原理 (定理 11.1,. 185 5 3| 811. 2. 3, 我 们 来 证 明 方 程 
(11. 2. 9 的 一 些 性 质 . 到 

Ue.) = bre |p re X (xi|xz— l ce}. 


(11.2.153 
定理 11. 2.4 BGR). inf eeY Gr2 770 , D] 7p e C11. 2. 9) 在 
全 空间 9 上 的 非 负 解 只 能 是 零 ， 
WEAR Bo ROL IDEA, B scr RBS ATA. 
那么 根据 比较 原理 ， 
uCr? a?) s vina?) = AG — nme qp umm, 
TR, H oc R ootf. LRA RB TO. a] 


注 11.2.5 BRET OAM. MBG AE Nor. 例如 ， 
Sheu (1995 [177 ]iE B] T 5 L= AM Y lx 22. cll moor, 
方程 (11. 2.9) 存 在 唯一 无 界 正解 ， 

HF ATS iE O,= (re R41, HBO. ICQ. 
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一 


定理 11.2.6 BQ EFR, infco Y (x) 770, WHR 
(11. 2. 9) 的 所 有 正解 类 是 局 部 一 至 有 界 的 . 
证 明 设 Us 一 UpCr,z ,vs 由 (11,2.11) 给 出 ,其 中 5 二 7' 一 
8, 二 7 十 记 ,R 一 2,4 一 加 Yl ?车 BB 充分 小 使 得 Us 过 Q, 于 是 
Hi EE EE CHR DE. PE U' s "P vsus. BL b L3 e= 8/2. E IN E va BU, 
B) E Noni SN XT BUB BR o ARA Goax2€ UG? ax). O 
定理 11.2.7 HQ EXTR inco Y (070. f t B ER 
的 相对 开 子 集 . 对 于 6€ RU SCBLOURGOR JE CL1. 2.3) 的 满足 条 
Bt 
lim sup v(r,x2 S c, r,t) — (ta € B (11. 2. 162 
解 的 集合 . E XETE— (a EBLE > 0, No i aN 
U.G”, 2 CBM 
vir) € Nov € SG. Cx) € QPEL ax). 
i (11. 2. 17) 
WAR OF QQN, G'a) SBME. 2. 6 证 明 中 的 
Tas HX. 
falta) = lim sup(e — vg), (rsz) — Ga). Gr) E Qe 
再 取 A= aU NR D; —U;(19Q. ET AQ E 29Q 85 & P RBA As 
UTs 也 是 35 HETE. ER Sala — — oo. SHUT RNE UE Tr E 
822048 $8. fol p, «0. 为 此 ,注意 到 vs EUs PM RD RAG )， 
HEE 


(ap 十 2a) 8 + Za, 1—1) 
$05 =| 2f'inf;eg Y Cx) ] , 


如 果 PesCBs WW felre SCS). 而 若 8 FSP DHT e-- $0 SO. 于 


ER c— 2/2, Bp fE Brem Boi HR. g 
定理 11.2.8 Bv EFEC. 2. 90 89 -— 9 EB. TE Q 


中 枉 点 收效 , 则 > 是 方程 (11. 2. 9) 的 解 ， 
GERBER OQHHWHFS. B 的 所 有 点 是 正则 的 ,而 且 了 是 


召 上 有 界 连续 函数 . Av. BEWARE 
vals =f (11.2. 18) 
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则 名 也 满足 同样 的 条 件 . 

HA ORG’, 2 EO. 由 定理 11. 2.6, 当 足够 小 时 ,vw 在 
U.G? 20} RAR 从 而 它们 都 具有 中 值 性 质 (11.2. 100. 根据 
控制 收 分 定理 ,vw Ld E L. 2.10). BD E dg UL. G^, SPREE 
(11.2. 93. 

为 证 定理 的 第 一 部 分 ,以 < 表示 上 了 在 总 上 的 上 确 界 ,< 如 定理 
11.2.7 中 给 出 . $ QU GNAT =Q Na. 注意 到 v. 5 
在 ONO E—SUS Bv. A XET-DPUOGDSUO EZ ESI, 
EPG D= EOE Ga €r.f£0a)-vGa GOCTN. 
居然 ,TCHQ, 是 Q P TH. FONT LER HD IE 
11.2. 2, B8 885 o, ZE QAT EWE (11.2. 100 ,v 也 满足 该 性 质 ， 
B E3112. Lior FDS fG? Gua Ga. D 

定理 11.23.9 BERK EIER. RQEBIIB./: 
3.D—[0,oo 1H 3 e e Se. Da] 


v(r,r) 一 一 logP^^5expOX,, — fo. Gr) CQ 
(11. 2.19) 
是 方程 C11. 2.19) 满 足 
vlaga =F (11. 2. 20) 
的 极 小 正解 .对 于 任何 FE MCR"), 
P'exp(X,., — f) met. (11. 2.21) 
WEB] ORAS AR 由 定理 11. 2.1, 
v,(ir.z) 一 一 logP*sexp(X., — fi) C11. 2. 22) 
#11. 2.9) 
vlag = Se (11. 2. 23) 


BR oy SUI v. tv. HH XEPRIT. 2. 8,v 是 方程 611. 2. 9) 的 解 ， 
且 在 f(a) 达 oo 的 边界 部 分 满足 边界 条 件 (11. 2. 200. 对 于 任何 
的 &,lim inf vir, x2 Slim inf & (rx) — fitra), (rix) lt a) 
aq. p Fuga) oot]. C11. 2.20045 Wear. 

对 于 任意 满足 (11. 2. 90 40 011. 2.20) 正 解 x, 上 比较 原理 说 明了 
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exu. 因此 esca. 2035 (11. 2. 227? 88 C11. 2,7) 立 得 . D 
定理 11.2.10 (RRO Alc MPHIL BE D E IRR 
ATE A= TQ B= NA. 则 


vir, g) =— logP"^ iX.) = 0} €11. 2. 24) 
是 方程 (11. 2.9) 的 解 , 且 满足 边 值 条 件 
vla = 0, vily = co. (11. 2. 252 
对 于 a€ Mr) ,suppG2 CQ. 
PXG = 0) 一 (11. 2. 26) 
特别 地 , 若 工 一 3@, 则 A=O.B=2,.Q. 因此 
v(r.r) =~ logP'"^(X,-—0) (11. 2. 279) 
是 满足 条 件 
ulag = ce (11. 2. 28) 
方程 (11. 2. 9) 的 解 ， 


证 了 明 ” 考 .z 一 列 单调 递减 非 负 连续 隔 数 广 :3Q 一 [0,co] 使 得 
{二 0} tA dl f| roo. ku ks PR. EAR v d v. Few 
11. 2. 8,o 是 满足 边 值 条 件 (11. 2. 25) 的 解 . FO 30 € B fe dE 
HARRI: QL, co] O aa) 一 co 一 0. tn PR o B 
(211. 2.19) 对 应 于 了 , 则 由 定理 11. 2. 950,207 2) — oo. 因为 在 已 
Posy, WC v WUE AEC. 2. 25), 口 


811.3 非 线性 椭圆 型 偏 微分 方程 的 概率 解法 


上 面 ,我 们 讨论 了 时 和 间 非 齐 次 的 情况 . 做 为 上 述 结 论 的 具体 
化 ,我 们 来 考虑 时 间 齐 次 超 扩 散 过 程 在 边 值 问题 中 的 应 用 . 因此 ， 
上 夫 现 在 开始 ,我 们 假设 扩散 算 子 不 依赖 于 时 间 . 因此 ee 
方程 可 看 做 上 节 讨 论 的 抛物 型 方程 的 特例 . 

dE DOR, EA to: —iníitz0,8,& D). 注意 到 Tossa xD 77 Tas 
那么 rp€E 了 ,自然 地 ,XX EAE QST [0,0 DBR 0 :一 
inf >r, G, 60 & Qu] —r5 A r), AL zo, 5 tp. 
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íf& D EIENDE N.N P.iroo)—1. ER a= (C, 
BR]xaDOUcik) x D). 假设 fidD—R, 是 连续 函数 . WF | osankss 
=f) ,而 在 其 它 边 界 点 上 为 任意 上 界 小 于 的 上 界 的 非 负 连 
续 函 数 . 由 定理 11. 2.1 知 ， 


vira) = — logP™ “exptX, , — f» (11.3. 1) 
是 方程 
vira) + Lotr.x) — Mader ey = 0.0.2 € Q, 
(11. 3. 2) 
的 解 , 并 满足 条 件 
versa) lao, = F GO. (11. 3. 3) 


换 句 话说 ,由 过 程 的 时 齐 性 a FOSA eed, 
t= Arp 
vira) = Pa J acor) 一 LAN Y (C, yos G Cds. 


A EOS. -HARA v: lim Sup. os UE 存在 . 注意 到 Pity 
oo} =], H EWKA iE AH, 


oe) = P, F GS) 一 已 | rov Gods, r 0, € D. 


《11. 3. 42 
册 底 过 程 的 轨道 连续 性 ,各 CaD.WICII. 3.4) 中 右边 第 一 项 为 
PFE) MA T alr, xc) AS AR RE Y. ix EE CI. 3. 4» n] f& E 


v(x) = PF.) — P. E Edse € D. 


(11. 3. 52 
È Bp Ji A6 T 322 fr [a] RR 
le — Yim lr) = 0, x E Di 
(11. 3. 6) 
wlan 一 f 
的 唯一 和 解 , 而 且 由 (11, 3. 1) 与 上 述 讨论 ,我们 有 
wiz) 一 一 logP^-exp(X.,. — f». (11. 3. 72 
综 上 所 述 , 我 们 证 明了 


定理 11. 3.1 RRS ANT RRA 二 扩散 过 程 . X 为 相应 的 
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《 工 ,o)- 超 扩散 , 设 D RAR EM RR. Rie Xe 3D i. 的 非 负 有 
S xe ft gs c, D 362 a) RE C11. 3.6) 的 唯一 解 可 表示 为 (1. 3.7; 的 
形式 , 而 且 对 于 任何 jE MICE) supp C D, 
P'expO(X, , — f) = exp(g, — v). (11. 3. 8) 
该 定理 的 重要 意义 是 给 我 们 提供 了 非 线 性 微分 方程 模拟 计算 
B gib Kd. 我 们 将 在 下 节 讨 论 超 Brown 运动 的 模拟 ,由 定理 
11. 3.1; 不 难 验 证 下 而 的 引 理 . 
引 理 11. 3.2 车 supp CD, AE BACE ANAD Ban 
上 诱导 Lebesgue 测度 的 零 测 集 . 则 P^X.CAD —90. 
xk - 步 ,我 们 有 
定理 11.3.3 i D ON IE WEE ER infe o (02770. WA Pee 
aD RIETER U layed = fx 8". |a—al ce} ,e>0, 
PiX Ulay Q aD) = 0} 1 Gro ase € D). 
(11. 3. 9) 
证 明  3U Ca.) [12D 是 零 测 集 , 而 且 可 以 选取 定 久 在 3D 上 
的 连续 函数 五; 使 得 A apris 77 Osh [aBn Eae = O s XT rep, 
PRUX UG ,eY* NM aD) = 0} 
= P*XQUG,ey P aD) = 0} CH | RE TIL 3.2) 
= P^ (limexp(— AG &2)? 


一 limexpi— V(r}}, (11. 3.10) 
FELT 
其 中 请 满足 
pr — (ruts) = Ox € D; 
C11. 3. 11) 
IP = AR. 


FARAR UU U OCU Cae) CT 如是 正则 的 ,考虑 
nmi — Y(x rix) = 0,x € D[)U', 


u | AON = V apne 


(11. 3.12) 


Bay —yk.01.3. 1D 9011.3. 320 REDU 中 相同 . 
S c-—ini(t20,£& DAU), (11. 3. 122 f f a By 


+ 2387 


于 
ule) = P VE) — P | VEJ Gods. (11.3.13) 


于 是 .由 定理 11.2. 7， 
sup | V,Cr) « oo, 


reU Vues 
另外 ,显然 了, 关 王 和 关于 单调 递增 ,所 以 lim, V; 会 VW 存在 , 旦 在 
DU LaF. 由 控制 收 敏 定理 则 Yo 满足 
人 — Y(xMü(x)—0,c€ D(YU', 
(11. 3. 145 
u [conn LV, PILLS 

特别 地 Vo laco: A [aoi 80. 于 是 (11. 3. 100 X. BE UL EE 

PAX QU ia, (13D) = 0} 

| =exp{— V,txr2j,x E DNU. (11. 3. 15) 
应 用 定理 11. 8. 1, 

im Pe (XU (a e» Q aD = 0) = e=]. 


证 毕 ， D 

注 11. 3.4 定理 11. 3. 3 中 的 假设 infi en (07 OR A n] RY 
的 . 否则 ,结论 不 一 定 正确 . 比如 ,车 7 三 0, 上 述 的 非 线 性 方程 即 退 
化 为 线性 的 Dirichlet 问题 . Wi ded] X. 是 S 首 出 也 的 分 布 .但 对 于 
ac aD, 

PIXU lao (1 aD) > 01 21, x € D. (11. 3. 16) 
BRAVE DHEARWAN-TIRREBAF ,我 们 也 可 以 
dede às Le BUN. xx e Fe T ER TE 55 dE £R PE SERES DC 
y. 


$11.4 $ Brown 运动 的 模拟 


ADLER SR HN ER RRA BA H iE iy. 现 
在 大 家 清楚 地 认识 到 ,计算 机 能 够 帮助 人 们 管理 ,决策 .推理 和 进 
行 数字 处 理 ,但 它 在 理论 研究 中 的 作用 相 比 之 下 就 不 那么 明显 , 事 
实 上 ,计算 机 在 数学 理论 研究 中 也 表现 出 强大 的 威力 . 中 国 科 学 跤 
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K 5e 3c (2 Jc ^k JF BO LL faT E EE IE HJ 38 ie CR ER IE EO A 
用 计算 机 进行 严密 的 理论 推导 ,引信 注目 .利用 计算 机 进行 模拟 计 
算 来 预见 未 知 理论 ,已 经 被 许多 数学 家 所 采用 ,从 而 促进 了 数学 的 
快速 发 展 . 

随机 过 程 的 模拟 成 为 当前 国际 上 一 个 很 重要 的 研究 课题 ,图 
内 很 多 高 校 或 研究 所 也 相继 开展 了 这 方面 的 工作 . 现在 人 们 关心 
的 不 仅仅 是 在 计算 机 上 生动 的 演示 ,而 且 更 着 重 去 预见 问题 ,解决 
问题 . 近 10 年 来 ,在 随机 模 所 方面 取得 了 很 大 的 进展 ,但 仍 有 很 多 
问题 有 竺 研究 ,有 许多 领域 尚未 涉及 .上 . B. Dynkin (1993) € [47 ] 
中 揭示 了 趣 扩 散 过 程 与 一 类 非 钱 性 偏 微分 方程 的 联系 . 基于 这 一 
理论 ,我 们 将 利用 Monte Carlo 方法 去 计算 这 些 非 线 性 偏 微分 方 
程 的 数值 解 . 为 此 首先 需要 对 超过 程 进行 模拟 . 因此 , 超 Brown i£ 
动 的 模拟 就 成 为 本 节 的 本 题 . 

以 色 列 的 Robert J. Adler(1994) fE[ 1 IP & £2 Ot d Brown 运 
动 进行 模拟 . RAMA. EMAR B E e E A TE PLUR 
的 随机 过 程 清楚 地 在 计算 机 屏幕 上 展现 出 来 .Adler 在 [1j] 中 的 一 
系列 附 图 生动 地 展示 了 超 Brown 运动 及 其 演化 过 程 . 然而 其 模拟 
的 过 分 简化 , 虽 可 以 实现 一 些 直观 效果 ,但 要 以 此 为 基础 做 进一步 
的 计算 却 会 显得 不 那么 精确 . 本 文 将 给 出 一 种 超 Brown 运动 的 模 
所 方法 , 它 不 仅 具 有 很 好 的 直观 效果 ,而 且 从 理论 上 来 讲 更 精确 . 
两 种 模拟 方法 的 差别 将 在 文中 做 比较 性 评述 . 


11.4.1 超 Brown 运动 的 模拟 理论 


超 Brown 运动 是 二 分 枝 的 超过 程 , 它 有 两 个 基本 和 参数. 底 过 
程 -Brown 运动 与 分 核 率 -控制 分 校 的 快慢 , 为 了 进行 模拟 ,在 此 先 
(al PAE Brown 运动 的 构造 理论 ( 见 8 3. 2). 

考 虚 分 枝 粒 子 系统 :在 0 时 刻 , 在 a 维 空间 有 上 个 粒子 , 设 位 置 
参数 为 2. 然后 这 点 个 粒 于 种 自 独立 地 按照 (4- 维 )Brown 运动 的 
规律 进行 运动 . 对 于 单个 粒子 来 说 ,在 1 时刻 存活 的 概率 为 。“. 在 
它 死 疡 的 时 刻 以 172 的 概率 消失 或 以 172 的 概率 产生 两 个 新 粒子 ， 
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ix Bo BBL EOD SESE To mJ; SERE Be a A Ghi He SH, AN 
此 反复 . 这 样 刻 画 的 系统 就 是 二 分 枝 的 分 枝 Brown 运动 粒子 系统 
Y, Cr £, A3. Y. Ge, RAAB OR E BORE O8 BE BL E. 8 3.2 
CF AN T n UY Coun YO EME AA I X. PET — 
个 取 测 度 值 的 随机 过 程 , 即 超 Grown 运动 X, H X.=6,. nz 89 


SRAM AA. A 为 工 点 的 点 测度 . 


11.4.2 超 Brown 送 动 基本 参数 过 程 的 模 扳 


MK E ,我 们 看 出 超 Brown 运动 的 模拟 涉及 Brown 运动 的 模 
扫 和 指数 分 布 的 模拟. 下面 我 们 分 别论 述 之 . 

一 维 Brown 运动 的 模拟 . 直线 上 从 0 点 出 发 的 标准 Brown 运 
动 B.E p ESI 8.GB 9. GD B, N (Q0, H 
fé 30, Jr 2528 c IE S p. GRAM WIN. BS BB, 
HERY, A BoB, 与 B,— By FIAT TE. 和 根据 Brown 运动 的 构造 ， 
一 维 Brown 运动 可 由 直线 上 的 随机 游 动 来 逼近 (参见 [964). Aa 
地 说 ,以 0 点 为 对 称 点 在 直线 上 以 1/a 为 长 度 做 分 点 ,这 样 得 到 … 
Ar RE Cn 3/n —2/n, — Lf 0, 1/n2/n. Sn, 直线 上 的 
COM EO BE BLUE SO W 是 指 从 0 出 发 ,个 体 ( 粒 子 ) 每 一 步 向 左 或 向 右 
走 一 步 的 概率 均 为 1/2. 记 {7jiew 为 独立 同 分 布 的 伯 努 利 试验 序 
列 , 并 号 对 任 一 固定 前 is 

PG; =— 1) = P, =1) = 1/2, 
Jt] BG BL i 3f dk m 步 时 的 位 置 可 记 为 
Wap = 1/9 25. 


Itó-McKean(1974) YE (96 ] Cp38) 中 证 明了 ,以 分 布 Wisg B n> 
cc, 其 中 [wn21] 表 示 mt 的 最 大 整数 部 分 , 因此 B 可 由 We RI 
CHAR n ERKE. 

ERER EA Brown 运动 的 模拟 理论 . S SE E UE IBI 
我 们 所 取 的 随机 数 是 (一 1,1) 区 间 上 的 "均匀 分 布 ” 为 提高 模拟 效 
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果 , 我 们 在 此 不 采用 上 述 格 子 点 上 固定 步 长 的 随机 游 动 ,而 借用 上 
述 思 想 ,把 随机 游 动 修改 为 做 不 等 步 长 (在 此 称 为 既 度 ) 的 随机 游 
动 , 其 向 左 向 右 跳 一 步 的 机 会 均等 ,但 获 讼 由 随机 数 米 决定 . 为 了 
增加 直观 效果 与 可 视 性 ,在 实际 模拟 中 把 聊 度 履 上 一 个 公共 系数 ， 
此 系数 可 以 因 需 要 而 给 定 . 容易 证 虹 , 修 改 后 的 随 宙 游 动 也 收 敦 到 
标准 Brown 运动 (最 多 相差 一 个 系数 ,这 可 以 通过 取 适 当 的 时 间 
尺度 使 之 标准 化 ). 限于 篇 幅 , 详 细 证 明 略 去 . 

E 3 Brown 运动 的 模拟 ”所谓 dl525É Brown 运动 B, = (B). 
BB 就 是 指 它 的 每 个 分 量 均 为 标准 Brown 运动 而 且 是 相互 
独立 的 . 因此 高 维 Brown 运动 的 模拟 可 以 由 4 个 独立 的 一 维 
Brown 运动 的 模拟 来 实现 . 当然 ,我 们 这 里 采用 不 等 步 长 的 模 氢 方 
法 ,而 旦 各 分 量 的 既 度 系数 是 一 样 的 . 


指数 分 布 的 模拟 
设 7 服从 参数 为 4 的 指数 分 布 , 即 它 的 分 布 耳 数 可 以 写 为 
F,i9g«x)—1-—e6",2220. 


指数 分 布 的 模拟 方法 有 很 多 ,这 里 我 们 采用 von Neumann 算法 来 
模拟 参数 为 1 的 指数 随机 变量 . 具体 步骤 如 下 : 

第 一 步 .产生 (0,1) 区 间 上 均匀 分 布 随机 数 UU. ,直到 第 
N —minin;U.ZmU Zee mU, Ue BY PRAT BU — 
数 时 停止 , 且 记 下 该 数 的 序数 为 N. 

第 二 步 . 如 果 N 是 偶数 , 则 转 至 第 三 步 ( 成 功 ). SUN Be 
数 返 回 第 一 步 ( 失 败 ). 

第 三 步 . 取 吾 为 上 述 过 程 中 第 二 步 失败 的 次 数 再 加 上 最 后 成 
功 时 第 一 -个 随机 数 U^. 
那么 五 即 满足 参数 为 1 的 指数 分 布 . 由 于 参数 为 4 的 指数 分 布 了 满 
是 加 是 参数 为 1 的 指数 分 布 .根据 该 对 应 关系 ,我 们 可 以 模 所 任何 
参数 的 指数 分布 .特别 强调 的 是 ,上 述 方法 平均 只 需 4. 3 个 随机 数 
就 可 模拟 成 功 ( 参 见 文 献 [171]},p.512) ,非常 有 效 . 

我 们 知道 ,计算 机 只 能 实现 有 限 步 的 操作 ,所 以 通过 计算 机 不 
可 能 实现 真正 的 随机 过 程 . 但 如 何 使 得 模拟 更 贴近 实际 , 却 是 一 个 
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值得 考虑 的 问题 . 

Adler 的 模拟 方法 

对 于 平面 上 超过 程 的 模拟 ,Adler 的 超 Brown 运动 模拟 是 在 
NiXN1 固 定 的 格子 点 土 进行 的 . 设 开始 时 有 mw: 个 粒子 ,每 个 粒子 
在 格子 点 上 独立 地 做 随机 游 动 . 所 有 粒子 的 生命 时 都 预先 给 定 为 
入 个 时 间 单 位 , 粒子 经 过 入, 个 时 间 间 位 后 ,按照 等 概率 消失 或 产 
生 两 个 新 粒子 的 原则 判断 它 的 分 枝 情 况 .在 每 一 个 时 间 单 位 粒子 
E M, (统一 给 定 ? 步 . 然后 在 事先 给 定 的 选 代 次 数 As 范围 内 观察 
粒子 的 演变 情况 . 对 于 三 维 情 沈 ,方法 是 类 似 的 ,但 借用 了 
DISSPLA 商用 软件 包 , 速 度 相 对 慢 得 多 . 显然 ,这 种 模拟 方法 过 于 
简单 ,不 利于 进一步 的 计算 . 因为 该 方法 将 每 一 个 粒子 的 寿命 ( 即 
生命 时 ) 都 取 为 相同 的 N; 个 时 间 单 位 , 而 实际 上 ,如 上 一 节 所 述 ， 
粒子 的 生命 时 是 由 一 个 指数 分 布 决定 的 ;而 且 相 互 独立 ,并 且 粒 子 
也 不 一 定 在 格子 点 上 运动 ， 

一 种 改进 的 模拟 方法 

假设 开始 时 有 工 .任意 给 定 ) 个 粒子 ,每 个 粒子 的 生命 时 服从 
参数 为 1/z2: 的 指数 分 布 ,了 的 大 小 锯 定 了 粒子 生命 时 的 长 得. 由 于 
指数 分 布 的 取 值 可 能 不 是 整数 ,我们 证 它 自 然 取 束 ,所 得 的 整数 表 
示 粒 子 存活 的 时 间 单 位 和 多少 (而 不 是 绝对 时 间 )》 然后 ,在 每 个 单位 
EE e] PS LEJEE TE dit Ec HE FBO 工 :的 不 等 步 长 生机 游 动 , 牙 度 的 大 小 
及 方向 由 随机 数 决定 .根据 实际 和 需要 ,还 可 以 适当 地 加 进 一 些 控 市 
键 ,让 程序 输出 所 要 的 结果 (如 粒子 的 分 布 情况 ,整个 运动 轨迹 ( 占 
位 时 过 程 的 模拟 ), 灭 忽 时 间 等 》 本 文 的 模拟 方法 可 以 实现 比 
Adler 模拟 更 多 的 内 容 . 但 不 同 的 是 在 本 文 的 模型 中 粒子 运动 的 
自由 度 相 对 明显 增 大 ,在 计算 局 部 时 时 ,需要 对 Adler 相应 的 方法 
BK MER. 

两 种 方法 上 的 不 同 是 明显 的 .但 值得 一 提 的 是 ,在 我 们 的 模拟 
过 程 中 ,没有 设 定 选 代步 数 . 这 样 在 初始 粒子 数 不 太 大 的 情况 下 ， 
可 以 清楚 完整 地 把 系统 演化 的 全 过 程 演示 出 来 . 这 是 Adler 的 方 
法 所 不 能 做 到 的 . 另 … 个 重要 的 改进 是 ,虽然 模型 大 大 复杂 化 ,而 
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H$ H Adler 85 7j Hc E Wi UT Sc i B GEIL 89 Jr EE TE fp HEURE 
通用 的 . PRESE HAS HEISE UL DURS SE DERE PIE PELLE RE, 
仍然 可 以 在 微机 上 实现 ， 


11. 4.3 编程 与 简单 评论 


所 有 程序 是 用 上 语言 编写 ,在 586 微 机 上 进行 的 . 当然 在 做 模 
拟 计 算 时 ,我 们 将 在 SUN 工作 站 上 进行 .对 于 有 兴趣 的 读者 ,可 
向 作者 索取 计算 机 模拟 程序 . 为 了 适应 以 后 进行 模拟 计算 的 需要 ， 
-一 个 重要 问题 是 伤 随机 数 的 生成 . 多 少年 来 人 们 为 此 付出 了 很 大 
精力 ,可惜 的 是 还 没有 找到 很 好 的 办 法 , 当然 ,可 以 通过 综合 若干 
种 方法 来 改进 单个 方法 的 不 足 , 对 此 ,我 们 以 后 将 继续 探讨 

特别 值得 一 提 的 是 , 当 开 始 时 粒子 数 不 太 多 时 ,可 以 很 快 看 到 
粒子 系统 演化 的 全 过 程 . 系统 的 灭绝 性 可 以 清楚 地 表现 出 来 . 我 们 
也 进行 了 其 他 方面 的 模拟 试验 ,效果 也 都 很 好 ,在 此 上 略 去 . 


11.4.4 演示 结果 与 说 明 


二 维和 三 维 的 模拟 如 图 1-3 所 示 ,并 分 别 说 明 如 下 . 

二 维 超 Brown 运动 的 模拟 . 分 别 取 L2-100.5,—3.414— 7. — 
己 图 分 别 对 应 于 第 10,50,1090 个 时 间 单 位 时 的 活着 粒子 芍 分 布 博 
况 . 大 家 可 以 清楚 地 看 出 ,粒子 是 肖 淅 向 外 扩散 的 . 


E) 
二 维 超 Brown 运动 占 位 时 过 程 的 模拟 . 分 别 取 L = 100, 
za 一 4， 7 一 ?三 幅 图 描述 的 是 在 单位 时 间 10.50.100 以 前 的 运动 


 Z4d^ 


ub. 该 组 图 清楚 地 表明 ; 占 位 时 过 程 的 支撑 集 要 比 超 过 程 的 支 祥 
和 集 密集 的 多 , 这 也 完全 符合 理论 结果 . 


三 维 超 Brown 运动 的 模拟 . 为 了 增加 立 林 效果 ,我 们 用 粒子 
的 大小 米 刻 划 料 子 纵深 距离 .此 时 我 们 取 蕊 二 30,1,s=3;L: 二 7. 


Bs 
文献 评注 : $11.1, 811.2: # T LRL] [065] 047] R 
[48]. $8 11. 3 主要 参考 了 文献 [44] 和 [227J]. S 11. 4 取材 于 文献 
[112]. 
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第 十 二 章 ” 几 类 超过 程 简介 


在 [41] 中 ;超过 程 被 分 为 三 类 ;Dawson-Watanabe (DW) BX 
程 、.Fleming-Wolt(FVY) 起 过程 和 Ornstein-Uhlenbeck (OU) 28 E. 
它们 都 是 测度 值 过 程 , 分 别 取 值 于 非 负 测度 集 .概率 测度 集 和 符 导 
i) RE (Schwartz 分 布 ) 集 ,但 只 有 DW- 超 过 程 具有 分 枝 性 . 它 也 是 
人 人 和 们 研究 最 名 的 一 种 浏 度 值 过 程 . 实际 上 ,在 没有 特别 说 明 的 情况 
下 ;通常 所 说 的 超过 程 均 是 措 DTW- 超 过 程 ,. 人 信也 常 称 之 为 测度 
值 分 棱 过 程 , 本 书 之 所 以 称 为 # 测 度 值 分 枝 讨 程 引 论 》, 而 不 是 4 起 
过 程 引 论 # 正 是 为 了 更 清楚 地 界定 率 书 的 内 容 . 

二 种 超过 程 是 以 各 不 相同 的 实际 背景 引 和 人 的 . 前面 我 们 已 经 
对 DW- 超 过程 进 行 了 较 系 统 的 探讨 ,相信 读者 对 此 已 有 相当 的 了 
解 .但 从 现在 掌握 的 资料 采 看 ,DW- 超 过 程 的 命名 有 些 失 之 偏颇 . 
因为 在 D. A. Dawson (1975, 197720719, S, Watanabe (1968) 991» 
前 ,捷克 的 Jirina(1958,1964) 在 L100j] 和 [101j 对 测度 值 分 枝 过 程 
已 经 有 过 很 多 的 研究 . 关于 FY- 超 过 程 的 开创 性 工作 属于 W.H. 
Fleming, M. ViotC1979259. 对 此 ,我 们 将 在 $12.2 作 较 全 面 的 介 
绍 . OU- 超 过 程 是 R, A. Holley, D. W. Stroock (1978) 引入 的 ,有 
关 的 进展 可 参见 文献 1147]. 三 种 超过 程 昌 有 本 质 的 不 同 , 但 它们 
可 以 归结 为 某 个 粒子 系统 对 不 同 问题 而 进行 的 不 同 的 空间 -时 间 
尺度 变换 的 高 密度 极限 ( 见 以 下 各 节 》. 因此 ,它们 之 间 存 在 着 内 在 
的 ,紧密 的 联系 . 

近年 来 ,三 种 起 过 程 都 受到 广泛 关注 ,各 自 的 理论 发 展 相当 
快 . 比如 ,PW- 超 过 程 发 展 了 很 多 研究 分 支 ,如 迁 人 (移民 ) 直 过程 
(superprocesses with immigration), Æ $h Ti #8 it fg (superprocesses 
with multitypes) . Z 7K F El ct E (multi-level superprocesses) , 48 f 
4L Fl di xi E Csuperprocesses with catalysts) Li A 3E E But H 
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(superprocesses with interaction) &. 有 关内 容 可 分 别 参 考 李 增 沪 
(1994) At {8 C1993) A Y. Wuc1992) H+ 36 3 8I D. A. Dawson, 
ERE REY . 赵 学 雷 等 的 系列 工作 . 另 一 方面 ,在 超过 程 的 进 一 
步 研 究 上 ,也 取得 了 很 大 进展 ,如 唐 加 山 (997) 在 [1861 和 [187 1] 关 
于 流 形 上 超 Brown 运动 的 研究 . 从 数学 上 来 讲 , 这 是 一 个 很 有 意 
义 的 开端 , TR BT E (19910. 55 E08 (19940 , 7E £15 (19940 , 88 E 25 
(1995), BH X (1995). 3K 3E I (19960 , 0] Æ (19970 RE 4E 386 88 
《1998) 等 人 的 博士 论文 都 有 比较 深刻 的 结果 . 因 篇 幅 所 限 , 不 能 在 
此 一 一 详细 分 绍 ， 

本 章 分 为 三 节 , 我 们 将 分 别 就 具有 交互 作用 测度 值 分 枝 过 程 
CDW- 超 过 程 的 一 种 推广 )、FVY- 超 过 程 和 OU- 超 过程 做 比较 系统 
的 介绍 . 


812.1 交互 测度 值 分 枝 过 程 


交互 测度 值 分 枝 过 程 是 DW- 型 超过 程 的 一 种 自然 推广 . 实际 
上 , 随 着 超过 程 研究 的 不 断 深入 以 及 实际 情况 的 需要 ,又 有 许多 新 
问题 出 现 . 例如 ,在 具有 交互 作用 的 模型 中 ,已 有 的 理论 就 不 能 够 
描述 和 刻 草 粒子 系统 中 粒子 及 其 极限 过 程 的 运动 规律 . 根据 达尔 
文 (Darwin) 的 人 口 进化 理论 ,物种 之 间 的 交互 作用 是 普遍 的 ,所 以 
研究 交互 粒子 系统 及 其 相关 过 程 更 具有 实际 意义 ， 这 也 许 正 是 越 
来 越 多 的 人 对 此 感 兴趣 的 主要 原因 . 


12. 1.1 交互 分 枝 粒 子 系 统 模型 


考虑 粒子 系统 (zi,iEL). 它 按 如 下 机 制 运动 :在 初始 状态 下 
它 的 分 布 由 有 限 测度 和 所 表示 ,每 个 粒子 的 运动 服从 一 个 非 齐 次 
的 Feller 过 程 . 它 的 生成 元 为 AC) , 即 粒 子 在 时 刻 上 以 后 的 运动 
可 能 依赖 * 时 的 整个 系统 的 状态 x 一 >,e1 55. 在 经 过 一 段 时 间 
(生命 时 ) 之 后 , 它 在 位 置 zx 的 死亡 率 为 Mi(z,m) ,同时 (随机 ?生成 
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若干 个 后 代 , 再 生 率 为 六 依赖 系统 的 状态 上 和 位 置 +). 这 时 我 们 
假设 : 
ALEX MEER, Cr, p ACx ORT BR. Eo YK 
统 状 态 为 上 时 ,粒子 在 位 置 工时 的 丈 亡 率 ， 
“再 生 率 p:NXEXM: (E) R fé np ON ig x. 当 系 统 状 态 为 
六 粒子 在 位 置 工 死亡 时 产生 天 个 后 代 的 概率 为 alr. Hid 
mlx, ph) = Sepa vr) = Sa 一 Lp lest), 


REN AEN 
有 


mír, y) Z+ oo, sup — vr.) «4 co. 


MP z€ E p M CE 

"FH RR ETDL ACs om CHO HL eI C10 Sp BILE RY n AG. 
acm s) f rm Cr. po. 

“Cs(E) 上 的 Feller 2E EASE Buon iB ACID be wm 假设 每 
个 算 子 的 定义 域 均 包 含 一 个 与 上 无 关 的 在 CotE) 中 和 厕 的 向 量 空间 
BHAA wl BR. AGO. 进一步 假设 AGOR E.: 

1l. V f€ 2,3 K720.V pE Mr BE) (AGS SK Ge 1). 

2. V fF ££, BH eo Ge AGO £2 e i S MH. 

feat Sg FR at. PRA CBR SRE LRA. 


d ` 
At) ~1 [ea + MOIS (P = CORP, 
Hj ij i i 


其 中 [aoq(Cz) 一 | ale eld») salary B Ey) ERX 型 上 
RH SUB. 
对 于 上 面 所 描述 的 粒子 系统 ;我 们 可 以 把 js 看 成 由 下 面 算 子 
LÆR AAEE. ` 
MT FECHR) FED. pe Mr LE) E RISE PHF CS, 
Dai 
LF (yw) = LF Ce) + LF Ce), 


其 中 
LaF GD = F Gu, ki AGO) 
* 2AT” 


lp 
十 FEID AGOF — BÉ ACH» 
以 及 
LFE £2) 
= MGCO.AC 0p C wR Cet G — 8.) — Fe). 


exo 


这 里 ,I 描述 的 是 过 程 的 扩散 机 制 ( 连 续 部 分 ) ,而 Le Mi E 
的 是 过 程 的 分 枝 机 制 ( 趾 部 分 ). 

在 Skorokhod 空间 DC 0,02), MEGEDO E.R Pf A 
概率 测度 r, 


VFCC.VF€ ZFX) — FAX) — | + LOF;QUds 
是 一 个 P-EupEs. 特别 地 ， 
OG.) — Xo P — | OX AGF + OC GIOCO 一 Da 
是 一 个 PEDAL, ETZEN 

[ex Acor — 2fACK IF + AX JEX fds. 


xx Ege PS IB ERA MK, POS BUR BC CASA mv 
的 交互 分 枝 Markov 过 程 . 值得 一 担 的 是 ,这 里 所 谓 的 “交互 作用 ” 
强调 的 是 粒子 的 运动 ,粒子 的 分 枝 与 空间 整体 状态 之 间 的 关系 , 现 
RB RAH mean-tield 交互 必用 , 南 不 仅 是 通常 理解 的 粒子 之 
间 的 相互 作用 . 这 不 仅仅 是 技术 上 的 需要 ,而 且 有 很 强 的 实际 缘 
E. 


12.12 交互 测度 值 过 程 


与 古典 的 D 史 -超过 程 类 似 , 交 互 囊 度 值 过 程 也 可 以 由 交互 粒 
子 系统 的 (标准 化 的 ) 高 密度 极限 来 得 到 . 为 详细 地 说 明 这 一 问题 ， 
我 们 考虑 一 列 交 互 分 枝 Markov 过 程 X*, 它 们 的 分 枝 率 和 粒子 的 
质量 分 别 按照 一 定 的 速率 趋 于 无 穷 和 0. MAER p EORR n fH. 
具有 有 限 变 差 . 则 在 就 道 空间 中 ,过程 Xe D Oe AO 
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f& P. 所 满足 的 鞭 问 题 为 ,YY FEC, Y FER, 
FO — FX.) — [Le Cds 021.1) 


是 一 个 PP.- 局 部 贰 ,其 中 
LARGO = F'OGQi PG AGO) 


+ SP" PY AGO F — 2fAGOF) 


+ Sa AG PPC s) 


sD 
x LF + 6 Ck — 198) 一 天 rr >。 
ESN FT BEF: 
(Dini c ace A GO 7e +o. 
(OA CHO Um, Coo — LSE jE MGE) — 86H dx eB CWO € 
CCE). 
(c) E, Q. 
(do &A, CD vi CoO 2S T € ME CE) — Bok SEI coc 
Cy CE). 1m 
uP NE Ihe <4 ec. 


那么 P, SERE- TERME 已 ,使 得 ,Y FE CLY SEZ, 
FOL) — FO) 一 [tax cacxo + KDA FCX, FD 


十 ac EE PRUE, fds 02.12) 


是 一 个 P- ey dh. 特别 地 EA HER Fenn=tps ty Wa 
QUO) - (Xe) 一 [aca HAC, DS) ds 


B HERE IDE ATR MERER ROS |X. XP ds. 


ERIA R HS E X5 Méléard-Roelly (1990) 89 3x € [142 ]. 
在 过 程 的 轨道 连续 性 的 证 明 中 ,她 们 应 用 了 Bakry-Emery 5| 理 
(BURR), moi a Kolmogorov 5| BE. xx Ee R T 3E T 
8535 Hz 65 3 17] 386 H6 — P pP E BC PUE HE (E. SERE S8 WES. (Hd Ou 
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Vk [a] A, — EE UE. E — TE 3 B fh] SK DEL A Br E Brown 运动 
Chisterical Brownian motion) 的 新 理论 ,对 于 AC SAW RBA 
Lipschitz TER 3E 5. dE AR b A 4) $e SE c. Perkins(1992) YE[ 160]! 
得 到 了 交互 超 Brown 运动 的 存在 唯一 性 .Dawson(1993) 在 [194 中 
ERT 4 与 测度 无 关 , 分 枝 率 < TIL FP MIE EH 
BARBARA MAA OW-RH A Girsanov 变换 的 方 
法 ,证 明了 鞭 和 问题 人 12. 1. 2) 的 存在 唯一 性 (参见 文献 [19] ,第 于 
章 ). 实际 上 ,这 时 若 记 古典 DW- 起 过 程 的 概率 律 PERE 


v FE DUM Di (KP) — UG — | (X,, Afods 
(12.1. 3} 
是 一 个 PA EIE RERO [cx eras. 4 


Z= exp{| | ex, 22M (ds dx) 


~ Sf [ceo FX toas). 
2 DJ E 


ik E Mds.daoJE ih (2.1. 50 P BS CUM HE. M, ER. 则 我 们 有 PEK 
Po MA dP/dP,= Ze). BE af Wik. — 4 uE Bg BR i REPE — TE P5 
重要 技巧 是 构造 相应 测度 值 过 程 的 对 懈 社 程 , BABAK AY 
程 实在 是 没有 可 行 的 一 般 方 法 . 


12.1.3 一 类 交互 测度 值 分 枝 过 程 的 矩 估计 


我 们 知道 ,对 于 古典 的 DW- 超 过 程 , 它 可 以 由 Laplace % AR 
定 . RUBRA FR CBN BT IB RS log-Laplace 性 ) 为 我 们 计算 超过 程 的 拢 提 
供 了 方便 . 更 重要 的 是 它 还 使 我 们 能 够 应 用 许多 现成 的 分 析 知 识 . 
然而 对 于 交互 测度 值 过 程 ,上 述 性 质 一 般 不 复 存在 ,这 就 给 我 们 研 
究 这 类 测度 值 过 程 造成 很 多 困难 . 从 而 使 已 有 的 方法 很 多 不 再 有 
效 , 需 要 寻找 新 的 方法 和 工具 ， 

一 般 博 况 下 ,和 矩 的 计算 是 一 个 很 大 的 问题 , 下 面 我 们 将 针对 底 
过 程 为 Brown 运动 的 情况 ,给 出 洪 足 (12.1. 1) C Be (ep A Et E 
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tt. 实际 上 ,文献 [234] 中 证 明了 如 下 结果 . 
定理 12. 1.1 如 果 ELK caclo, MART Ae E, 
i=] $257 nl 0, 


Py (XA) « e [oes 十 CM M [en 2 
i=1 pin 


i=] jl. 


x PUK Sf Sfp) [XS fds, (12. 1.4) 


ky 
其 中 S, JER’ 中 Brown 运动 的 转移 半 群 . 
对 于 一 般 情 况 , 应 用 黑 性 质 ,我 们 得 到 如 下 的 (测度 ) 仿 微分 不 


FA: 


SM mda, da, e da) 


m 


« MICA 4- D M,G pada, dar dEn) 


i-i 
+>) &Cr;2M, TOP ES pt dz asda imd, |- 

gr 

(12.1.5) 
其 初始 条 件 为 
MO pda, dx; dz) = [| aidz), 
i=! 
这 里 
bir) = sup b(g,x), Ex) = sup c.r). 
p MyCE) PE MpIE) 

CAJT- 2)? MG» dx * e dx) ERE E 上 的 测度 使 得 对 于 任意 的 
SiC SEE. —1,.2..m 


f. MEZES) CA + 5); M, Q ups da, y. t3 dx) 
i=] 


= f. CA 4+ ECD ED Il HEC 


jr 

X M,C. pdx, (da. dEn). 
不 幸 的 是 ,要 解 不 等 式 (12, 1.2), 我 们 没有 发 现 现 成 的 理论 . 而 且 
其 本 身 也 正 是 现代 数学 研究 的 热点 之 一 . 由 此 可 见 , 我 们 面临 的 困 
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HEE Bi SA. aOR RT E 9E X: TE . th ay 298 A EE 
-初步 结果 . 
假设 12,. 1.2 XP T E EY Feller 过 程 上 , 若 存 在 一 个 EEN 
-ARME 2^ 使 得 
1. 过 程 生 相 对 于 纪 转移 密度 por. y) ETE. 
2. 转移 密度 p. Cx, y0 A AM S B. B Ap C+. wD |i, 一 
Ap, Ges ) |,. 
3. 算 子 妥 的 比较 定理 成 立 , 即 对 于 任意 固定 的 Se, XEX 
Re. ME ee) Rut) € £2 CAD E. 
ux) — Autr) +H fa )220. 
aüQ .0)—4 uta HT tr uO; 
Sup ere) | + [Gua | eec SEX HT: 


CO. x LuCO.,r€E, 
那么 在 (0,TY XE bd eG zee). 
在 上 述 假 设 下 ,类 似 于 文献 [234], 我 们 可 以 得 到 不 等 式 
(12. 1. 4) ,不 过 这 时 需要 把 S. ed 0, 的 转移 半 群 . 
进 -- 步 的 问题 是 基于 如 下 的 观察 . 以 S 表示 上 共有 位 势 6 的 
Schrödinger 半 群 , 即 
ultr) S3SbfQr) = Eel f(t) 
是 如 下 Schrodinger 方程 的 唯一 解 : 
AM = Au. r) J br)uCG. c) 


ulo) = f. 
在 一 定 条 性 下 ,更 精细 的 结论 是 
PT] (Xf x TIpo sf 


+ 3 X PP ox eh Fh. [ ocstrods 12.1.6) 


i21 p= liste kx 


对 于 一 般 情 况 ,我 们 还 不 能 证 上 有明 上 式 .但 当 避 和 < 均 独 立 于 中 
Bf 3012. 1. 60 d& JR sr BA CLE FE. 5. 10. 
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12.1.4 交互 测度 值 分 枝 Brown 运动 的 绝对 连续 性 


做 为 随机 测度 的 一 个 典型 后 题 , 绝 对 连续 性 一 直 备 爱人 和 们 关 
t. 而 研究 这 一 问题 的 前 提 是 要 知道 它 的 二 阶 以 上 的 矩 佑 计 . 由 于 
交互 测度 值 过 程 的 精确 矩 千 计 是 一 个 难点 ,所 以 在 这 方面 没有 本 
K HHE. Méléard-Roelly (1990) 在 [142j 中 把 它 列 为 一 个 开 问 题 . 
对 于 Brown 运动 ,或 对 称 的 扩散 过 程 ,解决 了 这 个 问题 ( 见 上 节 )》, 
事实 上 ,我们 有 (参见 文献 [234],[235] 和 [136]) 

定理 12.1.3 WX X RUE IR EE FH b c RAR 
数 ) 的 测度 值 分 枝 Brown 3& 25. WIESE T ££ 36 059 2770. X. 相对 于 
Lebesgue 测度 几乎 处 处 绝对 连续 . mr H.Esp BE BSEC X, GO E B 
机 微分 方程 : 


D XGa) = VEX GDX G) W,G) 


十 AXG, r) HAX GDX G, a), (12.1.7) 
JROBW G2) eS ARSE”, 
ECX (t x00; = bx, X, 
BOX (0,220, = efx, X). 
EEKEREN. 首先 ,我 们 必须 得 到 一 
般 情 况 下 的 矩 估 计 . 注意 到 上 节 的 讨论 ,在 假设 12.1. 2 下 ,如 果 再 
设 : 存 在 0<- 8 一 1 使 得 
yT > 9. sup PO «D on, 


Ct ee ie a 
可 以 同样 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 12. 1.4 FAB. 20 28 IB XE IE ET E C OO Pg 
测度 值 过 程 X, 是 和 对 于 参考 测度 27 几乎 处 处 绝对 连续 的 . 
著 绝 对 连续 性 成 立 , 密 庶 随 机 场 XU) 0 cr C ERE 
于 :zz 有 连续 修正 ?在 一 定 条 件 下 , 李 增 沪 在 [136]j 中 证 明了 上 述 
密度 随机 场 下 (t,x) 的 联合 连续 性 . 
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$12.2 Fleming-Viot 测度 值 过 程 


做 为 一 类 重要 的 超过 程 ,FV- 超 过 程 多 年 来 也 是 人 们 关注 的 
WR. 尤其 是 近 两 年 ,引起 了 广泛 的 兴趣 ,已 经 成 为 超过 程 研 究 的 
前 沿 . 本 节 来 介绍 FV- 超 过 程 的 一 些 进 展 . 

通过 对 于 中 性 选择 群体 中 个 体 ( 基 因 ) 频 率 分 布 的 研究 ,1979 
年 Fleming-Viot 引信 了 概率 测度 值 过 程 ,我 们 简称 之 为 FV- 超 过 
f. Dawson-Hochberg (1982 5 fe 4 pk (基因) 的 突变 服从 Brown 
运动 时 给 出 了 有 关 FVY- 超 过 程 的 一 些 定 基 行为 . 随后 几 年 中 ,虽然 
有 关 FVY- 超 这 程 的 文章 相对 于 DW- 起 过 程 而 言 不 是 很 多 ,但 也 有 
一 些 重 要 工作 . Ho n Sc [110 ]. [41]. [192]. [193 C86], [59], 
[62]58 151]9: 35. Rit X78 — RI FV-RH SER OT (E 2D 3E ER 8j 
幅 所 限 ,不 能 在 此 一 一 列举 , 详 见 文献 [236]], 

下 面 我 们 来 系统 考察 一 下 有 哪些 问题 可 以 解决 . 为 此 我 们 必 
须 对 已 有 的 成 果 给 一 个 大 致 的 介绍 


12.2.1 FV- 超 过 程 的 构造 


我 们 从 较 广 还 的 形式 开始 ,首先 叙述 一 个 基本 模型 ， 

设 5S 是 一 个 可 数 的 群体 集合 ,五 一 (Ze} 表 示 任 一 群体 
中 可 能 的 物种 的 种 类 . 对 于 固定 上 ES, 物 种 的 频率 描述 为 4- 维 向 
n 


p? Pep. 
其 中 p? 表示 在 群体 下 中 物种 X, 的 频率 , 即 有 pi? +e +p =1. 
令 
三 一 (2 = [5,9 一 CAP rH pg. 


d 
0« p « 1, Vp = 18€ 5j. 
所 请 的 阶梯 石 (stepping stone) 模 型 最 初 是 一 个 离散 时 间 的 X- dit 
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Markov 链 , 它 是 在 突变 、 选 择 和 移民 ‘交互 作用 ) 机 制 下 进行 演变 
的 . 

Sato (1983) 4 it T Er Bin AA K —-1- 1^ REGE XE Shiga (1982) 
WE 7 Ra Em. a FA OOO ee p UA. FFE 
C (E—EL), 


SFR= S SL, G + HOP?) + Dnb”) 5 ao» 


PES i=] FES 
F 
ik (4) 
+> 2 >” Ma (83; Pj > pP ap Ps 
(12. 2. 1? 
其 中 Y; 是 正常 数 , 且 对 于 Por (pier pa) L 
d 
LP 一 Mb. 
gel 
d E] 
HP = pil eub, 一 BEFFA > 
i=l id=} 
TG H. E it A 
8 0, i25 js 06, —— MOS. 
gi 
T= Tis ij = Te, 
met O» kit ky 
Hh — ime sup [mal «eas. (12.2. 2) 


tk 
按照 人 口 理论 如 上 算 子 可 以 解释 为 :对 于 Ajum A X, 
到 物种 X, 的 突变 率 (mutation rate); a#am; X O B 3 EE SRL BE ; 
对 于 妨 尖 Eee 表示 从 群体 如 到 群体 大 的 移 人 率 (migration rate) i% 
称 之 为 (群体 之 间 的 ) 交 互 作用 率 (interaction rate). A 2€ —- Bp Se x 
项 体现 了 随机 交配 殉 殖 的 作用 . 
记 多 (上 FE) 是 EE 上 的 概率 测度 的 全 体 , 令 
D = (P(E = = € PE) k € S). 
BLIP o SDB ( 277 pas, hes 我 们 可 以 把 XE 
ot GER bd (PO) = (UO hes eze0D m P fü s RE OD X 
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Eig (HG) = (a) jssigz0)) 建 立 如 下 的 1-1 对 应 ， 
d 
Amo 一 Sel dy. 
rl 
eS 上 形 如 
ego 一 [fm mE Nfa E Rk ES 
的 函数 
BTS YdEBLAI o 的 作用 下 生成 -AFT 只 , 真 接 计算 即 得 它 
在 全 上 的 作用 为 
GE) = Y os) + Ry Si) 


i=] 


十 ma Cot? ) ll fj T 


ees jx 


+ M HQ fF TT Sead. 12.2.3 


Laii pm A =, itty 


d 
LEX) = Sf. f£ € BE), 
ieu 
e(X,, X0 = a 
(a » foCXY) = (X,Y); X,Y € E, 
Q, Gu idx dy) = Ó.(d y) (dx) — p (day (dy), 
Ri Gadz) = NEC a (de) Qs Gn, dz d y). 
BA HER — MERO zs [8p 下, 我们 也 可 以 同样 定义 多 ,这 就 使 
得 我 们 能 够 把 上 述 模型 加 以 推广 . E E Ae RER EAE) 
EE L Borel 概率 的 全 体 , 带 有 弱 * mih FZE ABR 
积 拓扑 . 设 工 是 CE) 的 一 个 备 密 子 空间 多 (EC) 上 的 线性 算 子 .对 
应 于 一 个 Feller ae RE ORR RK COSE CE XE). 移民 率 ma BR 
J£ a2. 2. 29+, BE (BLUR 
M* = sup| Xime | co. 
下 面 我 们 将 给 出 对 应 于 党 的 FV- 超 过程 的 鞠 构 造 . 设 
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A 


"n 一 


PPO —FGÉ qu do Ss fa MEN, | 
m mP BRN EMR FELL) KES | 
首先 可 以 证 明 , 子 空间 -ex 在 上 确 界 范 数 下 是 CC 这) 的 黎 子 集 . 

再 记 C(D0, 002, 2) 39 [0,090 I] SP Ee BR 4e HE DO. 
oo), #) Si 3f. Skorokhod 2 [Bl , ^e PR ie (200 = (ea QD Lies tS 
0G Q—CQ0. o9), 2) gk D(Q0. 220, 25) EOSE MW Ek GO) = 
tot) c C £2, 8E X, a- Tek 

KF = ao) ZR 0), E, — Gs) OSs Spee. 
iR R60]. Riles RAB. . 

定义 12.2.1 BEVEL. RCO), F), 
$s (D([0,00), 7), 5) E BU BERE WU RE P E COO 000,57) GB RE 
d& D(Q9, 9005) EFF, 2) B We [3] REC AG fep. OR ER. 

PO) = 名) 一 1， 

以 及 对 于 任何 的 DEK, 


eu» — | BH pls) ds 
Üü 


&—qO 970-8. 

对 于 如 上 的 拷问 题 ,K. Handa (1999) 在 [86] 中 证 明了 其 解 的 
存在 唯一 性 . FE HIMES RR BI. GERD DE BO RE 
(tightness) 的 讨论 ,来 说 明 高 散 臣 近 的 序列 是 呢 收 合 的 ,从 而 构造 
出 满足 上 面 吉 问题 的 一 个 解 . RR ilr SE FE AS HE H FOR TTE PR S 
fal CCE rh Epis i — P aC Pane BS REEL IG Pr recu 
CARB PT RSRS LAX) RAPER: 

E620) f» = Epo f@).t D, 
由 此 可 以 得 到 (2) 的 唯一 性 . 

下 面 给 出 几 种 特殊 的 FV- 超过 程 的 例子 ， 

Bii Vaillancourt 的 交互 了 了 V- 超 过 程 ) 当中 元 素 的 个 数 
S=: EBRIE $, L= A , Vaillancourt (1990 HR T RE A H 
下 形式 算 子 的 概率 测度 值 过 程 . 


Seen, LN aF Ce) 
Sr = > [z] A ulda 


_ FFG) C 
Z2 Su Gon Cy) e eid dy) 
s IFG 
uU IT udaj, (12. 2.4) 
其 中 
aF GD 


dp, Cx) E lim (F Ga va ttt ras 十 EO, Hii ttt e 


— Ft Bass bas js Haga t e 52) /6, 
FCD = Cfi nr CPP auo UT? eem CFI n. t 
为 了 说 明 (12. 2. 45 & C12. 2.3) 的 一 个 特殊 情况 RIT so 寺 0 及 
yay — Y gas xk, 
ma 一 一 >) Vian 一 一 >) mu. 
A= 1 AG A= 1 ty . 
例 2( 具 有 选择 的 FY- 超 过 程 》 HFA- RISS 
£ G9) = {F EG = fiip. d$) © DE, € &C* GO). 
E FED), S 
BaF UDS P PNK Lb) + (ORIGO 82) 


+ [Pres gc) YQ deay), 


QGisdx,.dy) = Y[6,(Z2y) (dx) — u(dax)p(d y)]. 
RGsdz)— | | oly zo) p (dz) jgosaz a». 


f o€ BCOED. Sr 对 应 的 概率 测度 值 过 程 称 为 具有 选择 强度 为 
的 FV -型 超过 程 (参见 文献 [19]]， $10.1.1). 


12.2.2 一 类 FVY- 超 过程 


有 关 FV- 超 过 程 比较 深刻 的 结果 是 在 单一 群体 (1S| 二 1) 及 
自然 选择 Co 二 0) 的 情况 下 得 到 的 . 我 们 假设 |S1 一 1,0 寺 0,E= 闪 ， 
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eye gI TÉ ‘cm.. 


——(— AX O«cas2 C BD TES o BY Ap BE fe TELLE TO. 这 
时 FV- 超 过 程 对 应 的 算 子 为 


BE p= DS M Cb uo m OL 0 GO. n 
r=] 


+ r> SF ns, Khia) pers Pas OD 


fel r=] 


x [44d — Bp, (12. 2. 5) 
这 里 万 ,7 为 正常 数 ， 
记 {Xt 宇 0} 是 (12, 2.5) 中 算 子 所 对 应 的 FV- 超 过 程 . 
12. 2.2.1 nm 


令 M spt ary tr sdt d) M X.—u 时 X, 的 h Ber 3E 3] BE , 
即 
E, b (XX) 一 | | fo Fo Mi Guntidn dz. 


由 文献 [26j] 和 [231] 我 们 知道 ， 
MG, X atida edz, ) = &_,* |] X. (a) 


i=] 


+ » 5 fa .* [M C5 9X, gees dr, 
a] j=1, jEr 
dz, 825417 dx) —_ rj du, 
其 中 * RGR, WA 
RQ yt stad 一 IT^ (xexp(-- Yn — 102. 
pix) Rs 2X BOM RAL BAY SERE RUE. 
£5 i$ 40 ix BA empirical moment processes) E X. A 
zt) = GG.) 


其 中 C= [eX Gaio d. RETT ELSE SLE e d 
过 程 (empirical covariance processes) : 
uy ft) = | rsx Gn 一 xx, 
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AREE ES mug, 
Rosa = | ee 一 at) AX da). 
i=] 


CTI Ay oka 均 是 非 负 整数 , 设 No 二 Dk HUF ER, 
定理 12.3.2 X T LSA Mik 


fiz Melda) < o. 


(al Bt FOKO y ERa La «oo. 
(bR PR linsa, weet, EISE TF n ETE BUS 限 . 
EFRA SE 二 (2) ,wi 的 结果 可 参见 文献 [26]. 


12. 2. 2.2 局 部 结构 


35 42 ET T L= AM, Dawson-Hochberg (1982)-79!, Konno- 
Shiga(1988)29 和 研究 了 相应 的 FV- 超 过 程 的 局 部 结构 ， 

定理 12. 2.3 假设 初始 测度 区, 具有 紧 支 撑 , 那 么 , ta) 对 于 固 
E ÉY rO, X 以 概率 1 也 有 紧 支 撑 , (bh) 对 于 a2230670, X, 之 支撑 
集 具 有 不 太 于 ?的 Hausdorff ER. (0024 d — 1,99 F > 0, JL SE. ab 
处 的 X, EHTA EBI Lebesgue 测度 绝对 连续 的 ,而 且 其 密度 
XCTüG.x)€ (0,000 X AEEA E SEE IE. 

(AEB WEY L= A R, El cana, bh 88e 
Co 474 AW. 

12.2.2.3 ARNE 

在 文献 [23]] 中 研究 了 一 类 FV- 超 过 程 的 占 位 时 过 程 , 即 了 
E [xas. 当 工 二 一 (一 入 ,0 之 gx<2 时 ,证 明了 如 下 的 绪论 ， 

定理 12.2.4 GO 4E d2»a, WILENS Y, RAAF 
c ER BÉ ELEM HE: E doa. U FRE OY GO [EE EPA RUERLE 
jim Y= 上 的 Lebesgue 测度 ,其 中 
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c 
ü — 


pCO log, d/a = l]; 
TQ) = . 
£00 "a Us. dje]. 
(GO, d«2a 及 初始 测度 上 满足 条 件 : 
(fr) | Pr 一 ytdy) 是 GT)EL0,o0) XR 联合 连续 的 ， 


IR T£ YE WR ELES (Y Gom m0, xc RHET 

(1 对 于 任意 PLO- d/a) AG—4/2) AT/2,Y Ga) & X 
i OE g B-Holder 连续 的 ， 

(2) 对 于 任何 的 WE Cy GRO AM 120, 


que = | Ya«asoods. 


12.2.3 尺度 变换 定理 


我 们 假设 X, 是 所 谓 的 交互 FV- 超 过 程 , 即 它 由 算 子 (12. 2.4) 
所 决定 . 这 时 过 程 所 在 的 概率 空间 是 DOO 00252 907). S 
X dx) = Xa (nadran E N. 
BAG CR 上 的 有 界 连续 函数 /， 
f ,fx dr) 全 | Sa Xa (nde). 


eH, WFO 中 的 有 界 可 测 集 BOB) SX aab). BR 
是 一 个 随机 测度 值 过 程序 列 . Yaillancourt《1990) 在 [193j 中 证 明了 


如 下 的 定理 . 
定理 12. 2.5 WẸ LEELJE ARAE. IMA y Æ DLO, 
o2), ACY) Sg Ur ST — "p. A ET E) WEAR 
Xs. 
更 详细 地 , 若 采 用 (12. 2.4) 中 的 记号 ,以 及 假设 Bins B, 
ER 中 标准 的 Brown 运动 , 令 
GZ HET 
g | — E D met J 一 &. 
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如 果 lim, ng = Ju € L0, 09) tL BA Xo = (One) 1 BET BE 
推 公式 给 出 : 
eC) = BOND) 一 PORA) + ae —).t © [a d. 
ix 8 (uG, iim 1:2, n;ib—0,1.2,--- 1 6 BE RR sr PU BL 
变量 ,和 且 满足 
l/ri]e rr 12 
$i i 二 03 
P(uQ,b) = = 
isl 9, ded Xl. rk = 0.1.2.5, 
其 他 , 且 这 时 py = 01 SKIS. 
Wi Hosen REBEL SEE. te RHO, 120 
相互 独立 的 参数 为 QU» 7 V0 | 的 指数 分 布 ， 
特别 地 , 当 r 一 1 时 ,Xe 人 (一 so 这 里 及 为 标准 Brown 运动 
自然 地 ,我们 不 难 想象 上 述 定 理 可 以 推广 到 S|—comTEM. 
或 许 证 明 不 太 容 易 . 但 这 是 一 个 有 趣 的 问题 , 留 篆 读者 考虑 . ut 一 
步 ,我 们 也 可 以 考虑 把 上 述 定理 推广 到 更 一 般 的 空间 环 及 过 程 类 
B. 
12.2.4 FV- 超 过 程 与 DW- 超 过 程 的 关系 


大 家 熟知 ,古典 的 DW- 超 过 程 和 古典 的 FV- 超 过 程 有 着 密切 
的 联系 . 这 种 现象 首先 由 Konno-Shiga (1988) 7" M , Etheridge- 
March (1991)? 在 [57] 中 给 出 了 严格 的 证 明 ,理由 Perkins (1992) f£ 
[15 纪 中 推广 到 更 一 般 的 形式 . 从 粒子 系统 的 观点 来 看 ;这 种 联系 
有 着 很 强 的 直观 性 ,然而 严格 去 证 明 它 并 非 易 事 . 

对 于 交互 作用 的 测度 值 过 程 , 类 似 的 问题 值得 讨论 .对 于 一 般 
情形 我 们 没有 找到 合适 的 方法 .得 是 对 于 下 面 一 类 具有 交互 作用 
的 测度 值 过 程 , 我 们 得 到 了 类 似 的 结果 , 具体 来 说 ;考虑 由 如 下 拷 
问题 决定 的 测度 值 过 程 X, V FECI GO, FE SCA) FO): = 
FO f£», 
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F(X) — FAXO [ CX, (A + bOCYOF X) 


HX SPOPUK SI ds 12. 2.6) 


是 一 个 P-h ph. Hon SDRAM KR RNA FERE GREC 
BI bCX,) =h(X,(1)). 按照 粒子 系统 来 解释 ,这 就 意味 着 粒子 的 交 
互 作 用 只 与 系统 的 整体 质量 有 关 而 与 粒子 所 在 的 位 置 无 关 ， 

取 

pere(.)— P*(- | XE) 1 «eost T). 

我 们 有 {参见 文献 [2381) 

定理 12. 2.6 MMA TSO, eT, 4 T «ool 
Aon. H8 We Se Bl BOR BE es E ZAR VERE E GRE Drs n gr S a 
Fleming- Viot 测度 值 过 程 的 概率 律 名, 即 上 是 下 面 拷问 题 的 唯一 
解 : 

QX, = m = 15 


Sy f € DAMD = Xa) — Ka 一 [ox Anas 
是 平方 可 积 @'- 黄 ,其 变 差 过 程 为 十 | Doo — OCA Ids, 
显然 这 里 对 施加 的 条 件 很 强 ,更 一 般 的 问题 是 交互 DW- 趣 
过 程 和 具有 选择 的 FYV- 测 度 值 过 程 之 间 是 否 也 有 这 种 联系 ?从 粒 
子 系统 的 观点 来 看 ,这 种 联系 也 是 应 该 存在 的 . 具体 来 讲 , 引 人 记 


号 
Qiidzdy3— (oe (dy) pldx), 


Rép. dr) = { [ [ocr mem Renar,dy). 
BL Ard = | oey okey) RATE BAHL RIS SE TC RE GER 
B5 Io] BL HY FEBON Fe OD F GO =F US), 
FX) — FAX 一 | [x Ape cac 
+ RODE CX FY) + FOX f£ JOF(X AY) las 
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cz NI Ee 


是 一 个 PREA 这 里 
RD = | [| eos utae |f Gods dy), 


c,EXE--R ERI MIBÓEBHE. 

交互 作用 的 测度 值 过 程 与 具有 选择 的 FV- RB SERE) MB 
形式 (12.2.3) 相 比较, 两 类 过 程 是 非常 很 相似 的 .唯一 的 不 同 之 处 
是 使 们 的 波动 活 函 员 Cridzrsdy) 从 已 有 的 请 时 及 定理 12. 2. 6 来 
看 ,我 们 有 理由 相信 这 两 类 测度 值 过 程 之 间 的 联系 是 普 记 的 ,但 给 
出 一 个 肯定 的 回答 和 严格 的 证 明 仍 是 一 个 开 问 题 . 


12.2.5 简单 讨论 


在 $12.2.3 和 $12,2.4; 我 们 己 经 提出 了 两 方面 的 问题 . 事实 
工 , 需 要 考 虚 的 问题 仍 很 多 . 首先 ,从 过 程 的 构造 来 看 ,尽管 FV- 超 
过 程 已 有 较 广 泛 的 形式 ,但 不 是 不 可 以 进一步 推广 ,例如 ,我 们 还 
可 以 考虑 移民 率 ( 或 交互 作用 率 )mxs 和 地 理 位 置 有 关 的 情况 . 其 
次 ,12.2.2 中 的 结果 是 在 较 强 的 假设 下 得 到 的 ,显然 我 们 可 以 对 
更 一 般 的 FV- 超 过 程 考虑 相应 的 问题 . 由 于 许多 问题 的 研究 依赖 
于 抢 知 计 ， 然 而 群体 之 间 的 交互 作用 及 群体 内 部 选择 的 作用 势必 
导致 具体 计算 上 的 困难 ,这 就 需要 寻 技 一 些 简 便 的 方法 和 技巧 . 另 
外 ,对 于 一些 问 题 也 可 以 考虑 用 DW- 超 过 程 的 知识 过 渡 到 FV- 超 
过 程 上 去 ,当然 这 种 方法 必须 建立 在 这 两 类 过 程 已 有 的 关系 上 . 再 
次 ,FV- 超 过 程 的 极限 性 质 及 其 位 势 理 论 ( 局 部 时 , 极 集 ,重点 , 自 
交 性 等 ) 方 面 的 结论 很 少 . 相 比 之 下 ,DW- 超 过 程 在 访 方 面 已 有 较 
完整 的 理论 , 最 后 ,值得 注意 的 是 在 FV- 超 过 程 的 研究 中 ,引入 了 了 
偶合 方法 ,相信 这 一 方法 会 在 研究 FV- 超 过 程 的 极限 理论 和 更 广 
泛 过 程 的 构造 上 有 所 作为 . 


$12.3 OU- 超 过 程 


OU- 超 过 程 指 的 是 Ornstein-Ublenbeck Mit f. tz dk — 25 Hz 
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Schwartz 分 布 值 的 高 斯 Markov MH. AA AE AB S8 H WA 
景 . 众所周知 , 许 儿 生物 .物理 问 题 ,例如 基因 遗传 ,细菌 党 殖 , 原 子 
东 的 裂变 和 字 宙 射线 的 级 联 等 等 ,都 可 以 在 数 堂上 归结 为 一 个 特 
定 分 枝 粒 子 系 统 的 演化 . 市 研究 分 枝 粒 子 系 统 的 演化 最 重要 问题 
之 一 是 如 何以 单个 粒子 的 微观 运动 来 刻画 粒子 系统 的 客观 运动 ， 
如 宏观 的 整体 流 ( 大 数 行为 ) 和 畦 颖 整体 流 的 波动 (中 心 极 限行 
AD. QU- 超 过 程 正 是 由 分 核 粒 子 系统 取 波 动 极限 得 到 的 . 我 们 先 
从 分析 的 和 角 诬 给 出 OU- 超 过 程 的 定义 ， 

dE S^ CR) Xm Schwartz E BR OR zo [Bp. 57" CR) XR 
Schwartz 分 布 空间 . X CP Dus S777) EER RER 
AERE. OC Dink WOR) LEB ESCH LAU 

3x X12.3.1 称 取 值 于 A C870 09 Markov HA (X. 6270128 
OU ict fe «An IR EC PS PB DAE T9 08 DJ 

P, exp[iCX,.9»] = explice Tio? 一 | @ripas} " 

(12. 3. 1) 
Ort ne cU OE pE SCRI) Ep PLU r BEM e BACK) 
的 分 布 . 

PREZA E. B. Dynkin(1989) 在 [41j 中 给 出 的 , 较 全 面 地 概 
括 了 已 有 的 结果 . 为 了 便于 直观 理解 ,我 们 考察 OU- 超过 程 的 分 
枝 粒 子 系 统 的 波动 极限 构造 . KINO te 为 分 核 粒 子 系统 , 它 
是 取 整 数 测度 值 的 Markov ERE. NG A) RABE ORE cont 
刻 位 于 AC BR ARE FP RK (参见 文献 [147]), 如 果 对 上 述 粒 
T 3& BE UN GO EZEO) fl hn TF a (Bl - iE fe] FR. HE dA 

RID xb er, (0,00) D th E. 


ac» 0d REC. CN GO ESO SR. BERE Ba m a B PRAT RS: 
£20,9€ YR’). 

NEY @) = (NEED x /Ah)). 
FR 
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X*(p) = kN CO — EN" (1). 
对 某 些 a, 97» 0, YE — 5E A UE ECS eR [30 10 147 ], 
MX) ere DOR, KA Q8 DD rp ds kA FT OU- A3 sp 
(X t0}. 

另 一 方面 ,DU- 超 过 程 也 可 作为 HO (RO 21 E x 
Langevin 方程 的 解 { 参 见 文献 189]). 实际 上 ,Holley-Stroock 首先 
用 著 问 题 方 法 证 明了 OU- 超过 程 的 存在 性 . 

E AGROPAR RER REAT, CE LORD) EASE 
IEXÉ B8 APT KA. RAT atA ARO LARREA T HR 
连续 半 群 . 4 是 (7.) 的 无 穷 小 算 子 . 9 OSCR SR) F= 
al CX p OE oc SACRI) 0( 其 中 (为 坐标 过 程 ), 史 一 
SC O. BEHEBIL'GUO P LGCOCROR AREER ST. 

定理 12. 3.2 对 每 个 uxE 57 GE FER PBEM P" Lil 
E P'OUX(GD—40—1. HV 了 ECY GO.oc€ SORIA 


FOX — | (XA P CX pdu 
ü 


1 : re 
~ Lilie scx. du 
关于 CO, F, PR. BE AE OSs <tr, gE CRI, AC 
AR) P-a. s. 有 
PX o € ALSO 
= [al | WaT aus» m (XT j dy, 
其 中 gla.y) = Gra) Be Yn, 

Holley- Stroock (1978) 9: iE — 2E HE 9 T YE EE SE LP.) FOB ds 
RR (X20; AA Markov 性 ,其 转移 函数 的 特征 泛 函 为 
(12.3. D. 并 且 ,OU- 超 过 程 是 下 述 广义 Langevin 7r £8 8 : 

dX, = $ X dt + dW,, 
其 中 W, 是 标准 西 格 尔 (Siegel) 过 程 . 
人 人 们 通过 对 分 枝 粒 于 系统 的 波动 极限 做 不 同 的 尺度 变换 ,可 
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以 得 到 不 同 的 极限 过 程 . AR LR] B p ER OE E T UL S al 
异 的 结果 . 有 关 OU- 超 过 程 进一步 的 研究 可 参见 文献 [147】], 
L148j」] 及 其 中 所 列 的 参考 文献 . 
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历史 布朗 运动 $12.1 
连续 就 测度 84.2.1 

Luzin 空间 $1.1.$3.2, 812.1 


M 


ad -过程 331 
马 氏 转移 核 $1.6 

马 氏 [Markov) 蛇 $5.2 
Rea o $7.3.8 7.4 


灭绝 对 $7.1 
RMA $7.2 
Reve $7.1 
mild- 解 $5.1 


sees Mah nam n9 Ee a nni 


Monte-Carlo FR $ 11.4 
BENE § 2.3, 8 3.2.2 


0 


$3.2.2 
$ 12.3 


OU 过程 
OU 超过 程 


P 


抛物 位 扫 911.1. $8 11. 1. 14 
Perron Æ 8$ 11.I 

TÉ t (Poisson) AA Bi #L W Hz 
iB f£: CPoisson? BE 421 P RE 
Polish 空间 $1.1, $1.2 
Prohorov Æ K 8$ 1.2.1, $1. 2. 2, 

$3.1 

Prohorov 准则 


$1.4 
$1.4 


$1.2. 81.3 
Q 


迁 入 (黎民) 过程 Chl2 
强 分 离 点 函数 类 § 1.2 
ADRA 16 
S78 $1LI.4 


R 
& 1.2 


§1.2.3 
$ 1.5. 2. 


Radon 测度 
Radon 测 诬 空间 
Radon-Nikedym 导数 
$4.3.2, $9. 3.1 
Ray- 紧 化 § 4.4.5 
o RENES $128 
Rmh 31.2.6 


8 


-ARRE $1.2 


oA RAY REPL BH $4.2.1 
oA LEE § 4.2.1 
Skorokhod 空间 $ 12.1.1 
st 有) 超过 程 87.1 

SS,7 :ec) 超 过 程 37.1 
Schródinger 半 群 .方程 3512.1 
上 平均 辐 数 类 37.1 

双重 随机 测度 — 81.4 
KARE% $02 
首 中 $63 

Fi Fi JR (Siegel x fü 
Skorokhod Bt A iz 88 
Skorokhod #§ tF 
$3.2.2 

Stepping stone 模型 
随机 测度 标准 分 解 
随机 Fubini 定理 $9.1 
随机 积分 革 测 度 94.2.8 
PL SEXE — 54.2.1 
随机 强度 $1.4 


812.3 
54.4.5 
$1.6. 81.7. 


$12.2 
$1.4 


T 


AOR $11.15 
BE $12.31.3 
Taylor 级 数 83.5 
REM 34.1.2 
特殊 芭 氏 性 3 3.6.4 
HAER $1021 
条 件 超过 程 $10.3 


wW 


Watanabe M ít $12 
稳定 过 程 $19 
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无 穷 可 分 随机 测 诬 号 1.4 


无 穷 小 算 子 § 10.2 
X 
HARB 33.6 
(Er -EHAE 83.24 $3.6 
旋转 对 称 96.3 
Y 
一 阶 与 二 阶 和 局部 系数 31.7.6 


HERE $6.2 
一 至 Lipschitz 性 8§3.2.3 
aA $2.3,8 11.1.1 
dri EM $42.1 
A Oh BEG BS HE a a BE 

$ 4.2.1 
"Ed gu Flt 
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Tj XJ AR IA Ch [0] 2 3E 77 Borel 
monde $1.6 
ERARE $12 


Z 


增 广 超过 程 $3.2.4,§3.6 
wR o $111 

占 位 时 过 程 $4.5.812.2.2 
PSE 84.2.1. 8 9.1.4 
正则 点  $6.3.8 11.1 

正则 检验 $11.1 

焉 则 区 域 5111 

直 积 过 程 $2.2 

ÞAR 8$ 4.5.4 

PRE 311.1,$1].3.2 
福 ¢ 简 }) 布 朗 运 动 80.2.2 


常用 记号 表 


[a] ,表示 不 超过 4 的 最 大 整数 . 
= ,分 布 相等- 

>, a MBE AY BH ae 

E JLP oh sh be 
LAE Re 

2 E EA 

一 ,表示 同 阶 无 穷 大 或 无 穷 小 . 
x ,表示 卷 积 运算 ， 


(esf) = Wf) = | faida), f E DZE) E MOD. 


IA Až MAE A. 
LF ll, E C Ph LI 范 数 . 


BO aper 
mMSRAaePPRHRERH. 

To o S8 Th. 

[SS BREE HH Th. 

Tsp- Sh. 

Tp» SIE Ml BE E fe] Bh Sh. 

AO Laplace 算 子 或 过 程 的 爆发 状态 

AT LAV T o PRBS RADARS. 
e MC, 2, Prohorov FEB. 

sODRER £169 oD ORE 
ft Ao Gg. 

oo, 00, — JH HAY BU PR SP et. 

14: 和 集合 和 4 的 示 性 函数 . 

ARE ARRE. 

Bored. = {yE Eidir, yri. 

B'S 上 极 大 值 范 数 不 大 于 1 的 函数 全 体 ， 
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Bs ODE S BHAA. 
66(E).8 RR 加 -可 测 函 数 全 体 . 
PEED AERA 下 -可 测 函 数 全 体 ， 
CCE) 上 连续 函数 全 体 ， 

BOEDE E RES BRS. 
bRCCED).E FIERA PEE SE ER E. 


CE) E E TE LOS Ix COSE B e EE i 


C. GODO,E EE X SEIESE AMEE. 
pC SUE). E Cab SUR ACE BR MC DI 


pOQCRO ES EAR AA Rak EE HIR g H lel PCR RR. 


DOR, E) .R | E 全体 映射 (轨道 空间 ). 
d.C, 0 ep Rr S8 di | e dL E A. 
diam( B2, f & B aie. 

S5 e BÍ sigama- 代 数 . 
(E,d).— ME A s fl. 

FEES A SX XE EE ak. 


bé pbd^) AAPA FOIE M A BIS Ti M i C 


J, Skorokhod füfh. 

Lito) ttf w E a 点 的 局 部 时 ， 

MC(E).E 上 Radon 测度 的 全 体 - 

MELE 上 概率 测度 的 全 体 . 

Mal E ERR ES. 
MENE LAA HIE ss H. 

Mac ,在 上 的 有 界 集 上 有 限 的 测度 空间 . 
M,C) = (uE MORD, L PBppidaiee. 


MD, 口上 的 有 限 Radon MEMS. 


村 ,全 体 自然 数 . 

Po 一 般 随机 过 程 的 概率 ， 

P,P 测度 值 过 程 的 概率 . 
P(e) UR HE n B Poisson 点 过 程 ， 

Q, #R QUO oo) KR ER 上 的 投影 、 
ROR 的 一 点 紧 化 . 
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S. ; 底 过 程 的 算 子 半 群 . 

SG d. God. D-E E. 
suppCf).supp(;O . a f ae MAE uno dc e. 
VolCB), S B 的 体积 . 


